BR HAUPTAUFSÄTZE 
Der Carnotsche Stoßverlust ; in nichtstationärer ; 
2 A Bee Gasströmung*) | es 


" Von. F. Schultz-Grunow in Aachen 


- Der Carnotsche Stoßverlust ist für den Durchfluß durch Ventile und plötzliche Querschnittserweiterungen a 
von fundamentaler Bedeutung. Es wird gezeigt, wie er errechnet werden kann und es wird die Übereinsim- 
a mung der Rechnung mit Versuchen an einem periodisch öffnenden Ventil geprüft. Dabei ergibt sich, daß + 
en = der Reflexion von Druckwellen an offenen Kenrapden ein nicht vernachlässigbarer Drosselverlust | 

- auftritt. 

TheCarnot shock BE is of fundamental importance for the flow through valves and he enlarge- 
ments of the cross-section. It is shown how to compulte il, and the conformity of the caleulation with experi- i If 
menis al a periodically opened valve is tested. Hence follows that the reflexion of pressure waves at Ihe open rt 

 ends of the pipes too causes a throtile loss not to be neglected. 2 
lHoreps Kapno npn yaape HMeeT byHAaMeHTaNbBHoe BHayeHHe Aa IpOTekaHug yepes ah 
 BeHTHNU MM BHeSamHbIe yınnpennug NoNepeyHsIX ceyeHnnf, IlokassıBaetcah, kak 9Ta MOTepA ER 
MOxeT ÖBITb BEIYHCHEHA MH KPOME TOrO IPoBepaeTca COBNaNCHHE HAHHBIX TEOPHH H HCHBITaHHf 
. Ha IePHONHYeCKU OTKPBIBAWINNMACA BeutunaMmu, Ilpu 9ToM nosyyaerca, YTO u B cıyyae 
 OTpaennA THANPABIHYecKuUX BOJH Y OTKPHTEX KOHUOB TPyÖD NOABAAWTCA APoccenbHBle 
NOTepPH 33MeTHQÄ BennyHHBl, 


4 Der Carnotsche Stoßverlust tritt an größeren sprunghaften Querschnittserweiterungen von 
$ Rohren auf, z.B. an Ventilen und, wie wir sehen werden, auch an offenen Rohrenden. Er hat 

maßgeblichen Einfluß auf den Durchfluß und es soll deshalb gezeigt werden, wie man ihn bei 

nichtstationärer Gasströmung errechnen kann. Eine solche Strömung liegt vor, wenn die Fre- 
_ quenz der Durchflußärderung, wie sie etwa durch ein periodisch öffnendes Ventil hervorgerufen 
wird, vergleichbar mit der niedersten Eigenschwingungsfrequenz der im Rohr eingeschlossenen | 
Gassäule oder größer als sie ist. > 
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Be Wir werden, wie es in der Theorie der nichtstationären Gasströmung stets geschieht, ein- e 

2 dimensionale, reibungsfreie Strömung voraussetzen. Beide Voraussetzungen sind nicht genau S% 
verwirklicht, so daß man den Versuch zu Hilfe nehmen muß, um, falls nötig, die theoretisch nicht Mi: 
erfaßbaren Einflüsse mit einem Koeffizienten zu berücksichtigen, ähnlich wie es bei stationärer 
Rohrströmung üblich ist. Zu dem Vergleich der Theorie mit dem Versuch werden die Versuche \ \ 


F von E. Hummel!) herangezogen. Über diesen speziellen Anwendungsfall hinaus wird der Ver- 
RE - gleich die grundsätzlich wichtige Frage beantworten, mit welcher Genauigkeit die Ergebnisse 
der Theorie der nichtstationären Gasströmung verwirklicht sind. 


Der Carnotsche Stoßverlust 


An ein Rohr des Querschnittes F, schließe stromabwärts ein Rohr mit dem größeren 
Querschnitt F, an (Bild 1). Beim Eintritt in das Rohr F, bildet sich ein Strahl aus. Durch die 
Strahlvermischung verbreitert sich die Strö- 
mung allmählich- über den ganzen  Quer- 
schnitt #,. Der mit der Vermischung ver- 

bundene Druckverlust wird als Carnotscher 
Stoßverlust oder Drosselverlust bezeichnet. 
In stationärer Strömung erlaubt der Im- . Bild1. Strahlyermischung nach plötzlicher Rohrerweiterung 
puls- und Energiesatz die Berechnung des 
Stoßverlustes ohne. die Kenntnis des Vermischungsvorganges? )®). In nichtstationärer Strö- 
mung kann man die gleiche Betrachtung anwenden, ‘wenn in dem Zeitintervall, das eine 


*) Vortrag, gehalten auf der Karlsruher GAMM-Tagung. Auszugsweise wiedergegeben in Z. angew. Math. 
Mech., Bd. 25/27 (1947), S. 155. 

5) E. Hummel: Schubmessungen bei stationärer und periodischer Strömung aus kurzen und langen 
Auslaßsystemen. Bericht des Institutes für A der LFA vom 30.8. 1944. 

2) W, Nusselt: Z, VDI 73 (1929), S. 763 und 1588. 
3) W. Wien, F. Harms: Handb. En Exp. Phys. Bd. 4, 1. Teil. Leipzig 1931, S. 403. Beitrag von 
A. Busemann. 
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2 Behuttn- Gruner. Dr Cr ” a 
| Druckweile zum Darchlaufen der Ve | ec] 
Be keitsänderung von vernachlässigbarem Betrag 
ER die Geschwindigkeitsänderungen durch Drrnafhene fo 
Br. Bedingung besteht ein vernachlässigbarer Unterschied | 
d.h. gegenüber einer Strömung, die sich langsam genug mit der 
f Zeitpunkt mit einer stationären Strömung vergleichen zu können. 


Er Be Die Kontinuitätsgleichung, angewendet auf die in Bild 1 gestrichelt 
Br. fläche lautet, wenn mit m das Querschnittsverhältnis F,IF,, mit walk, Ström 
B mit go die Dichte bezeichnet wird, N | ® 
Er. UYOo= mp «en ne 
“ - und der a die gleiche Kontrollfläche angewendete Impulssatz mit p = Druck 
g 3 F 1 = Pı +Mp,% (u — 4,) . . HE » . . .:* ” ” ” [2 ” ® (2). ‚ 
n Wir haben hier vorerst p—=p, gesetzt (vgl. Bild 1). p, ist der Druck außerhalb des Strahls am Br 
Querschnittssprung. Die Gleichheit besteht, wenn im engen Rohr das = mit Unterschall- b 
Br, geschwindigkeit strömt. , 
ur Aus beiden Gleichungen folgt 
A Ps _ Pı HMO %ı (dı — Us) | 
£ u ren — Pı Fa 3 + art us * wi . ” * ” - . 
03 M._1 ' Ur RT 0, muy _ Re 0) 
BR,” Ferner lautet die Energiegleichung in unserem Fall, daß keine Wärme zu- oder irre; wird, 
mit a = Schallgeschwindigkeit a Gleichung) 
ER En ae te 2 G TS EUER 
Wegen = = kann man auch schreiben S 
P _ konst. 
le 
Die Konstante durch den Kesselzustand 9, 0a ausgedrückt, ergibt sich 
a2 u, EIERN TE 
a a a - (Sa). 


Wir führen nun noch die kritische Schallgeschwindigkeit «* ein, d.h. die Schallgeschwindigkeit 
bei Schallströmung (w= «). Aus (4, 5a) folgt 


a*? N) > a 
3 RT. X a Sec he a . (Sb). 
Eingeführt in (5a) erhält man 
Re 
DH s EEE, | 
Damit in (3) wird 
Be TE 
es | 5% a* A u) uU en en ER 
Die Energiegleichung auf den Querschnitt F, angewendet, liefert 
im; m IeuHl u | 
“log, 2 2x —1- 


Hier den Ausdruck (6) eingeführt, erhält man 


ı. % |.» 2% H— 
io MA, u: (m EHI —) 7 | nz 
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Für die Temperatur T,, die Schallgeschwindigl a die 5 a SEN 2 
PS ’ergeben sich en nedrlche n as a 9» die EnTepiE 8, hinter dem Carnotschen b 
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Der Fall der Überschallgeschwindigkeit im en bei “ i über- 
R 2 ıgen Rohr, bei dem p, #Pı ist, kann über- 
gangen werden, da man Absperrorgane nicht als Lavaldüsen ausbildet. De 
) 

Reflexion einer Druckwelle an einem endlichen Quersehnittssprung . 

Das enge Rohr schließe an einen Druckkessel an und sei sehr kurz (Bild 2). Mit dieser 
‚Anordnung wurden die noch zu beschreibenden Versuche durchgeführt. Der durch die Strahl- 
vermischung entstehende Übergang vom Strahl zur gleichmäßig über den Rohrquerschnitt 


verteilten Strömung werde in einen dem Querschnittssprung benachbarten Querschnitt (in Bild 2 


gewellt gezeichnet) gelegt. Diese Vereinfachung ist erlaubt, wenn die Länge des weiten Rohres 
groß gegen die Vermischungsstrecke ist. 

. Zunächst betrachten wir Bild 2, das im Weg-Zeit-Diagramm eine Darstellung der ver- 
schiedenen Zustandsfelder gibt, die durch eine reflektierende Druckwelle und die mit Gas- 
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Druck- a 2 
kessel 4 

/ Bild3. Durch Druckwelle erzeugte Zustände im u, a-Diagramm. 

Druckwelle Alle von hinlaufenden Wellen (b) erzeugten Zustände liegen auf gı. 

zur Zeitt Alle von rücklaufenden Wellen (c) erzeugten Zustände liegen auf g,. 


Bild 3b, e geben augenblickliche Querschnitte durch hin- und rück- 


Bild 2, Reflexion einer Druckwelle im Weg-Zeit-Diagramın laufende Wellen 


geschwindigkeit fortschreitende Entropieänderung abgegrenzt werden. Die Entropieänderung 
ist verursacht durch die Änderung des Carnotschen Stoßes bei der Reflexion der Welle. Dann 
betrachten wir.ein Zustandsdiagramm‘), das uw, a-Diagramm, in dem als Ordinate die Schall- 
geschwindigkeit «a und als Abszisse die Gasgeschwindigkeit u angetragen ist. Übrigens ist es 
zweckmäßig, diese Geschwindigkeiten mit der atmosphärischen Schallgeschwindigkeit a, dimen- 
sionslos zu machen, also a/a,, u/a, anzutragen. Mit dem Diagramm lassen sich die Gaszustände 


“ F Schultz-Grunow: Nichtstationäre eindimensionale Gasbewegung. Forsch. Ing.-Wes. 13 
(1942), S. 125. 
17* 


An 


_ waren schon Vernachlässigungen notwendig, wenn man vom Carnotschen Stoß von vornherein 


er IR U IPENE s 247 re ae > Sc £ 
1 io $ x a . ie ii 7 R j 
| | TAT BE a 
260 Schultz-Grunow, Der Carnotsche Stoßverlust in nichtstationärer G m 
F Im 


leicht ermitteln, was erhebliche Vorteile gegenüber der rechnerischen Behandlungder bequeme 

Formeln (7) bis (10) bedeutet. Bei gelegentlichen Versuchen der rechnerischen Behandlung°) 

absah. ei E e 
Im «, a-Diagramm liegen Zustände (sie sind in Bild 2, 3 durch Nummern unterschieden), _ 

die durch Druckwellen hervorgerufen werden, zusammen mit dem Zustand, in den die Wellen 

hineinlaufen, auf zwei Scharen paralleler Geraden®), und zwar (vgl. Bild 3) bei hinauslaufenden, 

in +x-Richtung laufenden Wellen auf Geraden g, der Gleichung % 


up — U = (an) VA ENT a - (11), ö 


wo Index v Zustände vor .der Welle, A hinter der Welle kennzeichnet, bei einer rücklaufenden 
Welle auf einer Geraden 9, der Gleichung Aa 


— (aa) N (12). 


nal Paare „UP dr 


Der Zustand ,, «, im engen Rohr kann mit der Energiegleichung (4) bestimmt werden, wenn _ 
in die Konstante die Schallgeschwindigkeit a, des Gases im Druckkessel eingeführt wird: 


u UA 
TE 


Die Gleichung gilt für- stationäre Strömung, darf aber auch bei nichtstationärer Strömung auf 
das enge Rohr angewendet werden wegen seiner Kürze. Die Beziehung (13) wird im «, a-Dia- 
gramm durch eine Ellipse, die Energieellipse dargestellt. Alle möglichen Zustände «,, a, liegen 
also auf ihr. 


Der Zustand ,, a; stromabwärts vom Carnotschen Stoß wird durch die Beziehungen (7, 9) 
geliefert. Um die Berechnung ein für allemal zu erledigen, berechnen wir für verschiedene 
Querschnittsverhältnisse m zu jedem Zustand «,, a, auf der Energieellipse, auf der der Kessel- 
zustand a= a,, Ua 0 liegt, den Zustand w,, a, und tragen diese Wertepaare in das v, a«-Diagramm 
ein. Die so erhaltene Kurve bezeichnen wir als Drosselkurve. Auf ihr bringen wir noch eine 
Druckskala an, die zu jedem Wertepaar «,, a, den durch (2) gegebenen Druck abzulesen gestattet. 
Übrigens lassen sich, wenn für einen Kesselzustand a, die Drosselkurven berechnet sind, auch 
die Drosselkurven für einen anderen Kesselzustand «a, leicht angeben. Man erhält sie nämlich 
durch ähnliche Vergrößerung im Maßstab a,/as. Gleiche Druckverhältnisse p,/p, liegen auch 
anähnlichen Punkten. Das erkennt man daran, daß in 
(7,9) nur Verhältniswerte der Geschwindigkeiten zur 
kritischen Schallgeschwindigkeit a* auftreten; «* steht 
aber nach (5b) in festem Verhältnis zu a,. Gleiches 
gilt für die Energieellipse. 


Wir verfolgen nun die Reflexion einer von rechts 
kommenden Druckwelle gleichzeitig im z, i- und u,a- 
Diagramm (Bild 2, 4). Ausdem «, t-Diagramm geht 
die Numerierung der Zustände hervor. Zunächst be- 
steht stromabwärts von der Rohrerweiterung der Zu- 
stand 3. Die von rechts ankommende Welle erzeugt 

den Zustand 4, die reflektierte Welle den Zustand 5, 
Plld4, Reflexion elner Druckwelle nach Bild2Im hinter ‚der Front der Entropieänderung besteht der 
Zustand 5’. Die Zustände 3, 4 sind als vorgegeben 
anzusehen. Die Zustände 5, 5’ ergeben sich aus folgenden Bedingungen: 
1.5 liegt auf einer Geraden g, durch 4; 
2. 5’ liegt senkrecht über 5, da wy =; 
3. 5’ ist von gleichem Druck wie 5. 
Die letzte Bedingung erfordert die Ermittlung des Druckes ps; aus p, mit der Adiabatenbezichung 


| 


2% 
Ps _ (5) 
rn = (2) ER a ie Ne (14), 


5) A.Pischinger: Bewegungsvorgänge in Gassäulen. Forsch. Ing.-Wes. 6 (1935), 8.245. —O.Lutz, 


eye in Rohrleitungen. Ber. aus dem Labor. für Verbrennungskraftmaschinen, H. 3. Stutt- 
gar A 


er nersehnitt Ay = 
rT ET rürkoMiell w vor er Rohrmtndung 
women ‚genauer, so ist zu beriekeichtigen, d 


E anddicke des Rohres. Es Äritt RR, eine ae und: ein ı damit verbundener c 
scher Stoßverlust beim Einströmen uf. 


r Er ‚Die Strahlkontraktion bei endlicher N äurch de a festgestellt, 
2 2 indem. der  Ausflußbeiwert an einem genügend weit in dem, Druckkessel BIN CaE 


Bild 6. Einströnen am Rohrende 


2 Bahr. (Bild 5) gemessen EN 
Aus ihm kann rückwärts die 
Strahlkontraktion bestimmt wer- 
den, wenn, wie bisher, die Rei- 
- bung vernachlässigt bleibt. Wir 
beschränken uns dabei auf so 
kleine Kesselüberdrucke, daß das 
. Gas als inkompressibel angesehen 
werden’ kann. Tatsächlich treten 
in dem hier betrachteten ‘Fall 
im Rohrende nur Unterdrucke 
FB Palo, bis zu 7% des Atmosphären-' 
druckes auf. Das Verhältnis des 
Strahlquerschnitts F, zum Rohr- 
querschnitt F, sei wieder mit m bezeichnet. Der Impulssatz liefert “Dr die in Bild 6 gezeich- 
nete Kontrollfläche 


IIRIRRÜÜÜRRÜQ 


RI 


02 


\ Bild 5. et für die dargestellte Anordnung 


| Ps — Pı = ou; (U, — 5). 
Bei verlustfreiem Umsatz der Geschwindigkeiten besteht die Druckdifferenz 
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j 
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nm Win. 
Somit der Druckverlust | 

n-P- 5 (u — u5)?. 
Hier die Kontinuitätsgleichung 


eingeführt, ergibt 
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Der Vergleich mit der Definitionsgleichung des Ausflußbeiwertesu - 


\ y? 
Wu 5 Pa Po) 


% m 
PN 2m 2m he 
Der Strahlkontraktion m=0,5 in der Bordamündung entspricht danach „=0,71. Nach den 
in Bild 5 wiedergegebenen Versuchsresultaten besteht bei kleinem Kesselüberdruck tatsächlich 
= 07, m 0,5. 

Nachdem dieser Wert feststeht, kann auch der Carnotsche Stoßverlust am Rohrende bei 
Einströmen angegeben und damit die Reflexion am offenen Rohrende genauer als bisher verfolgt 
werden. Man muß dazu in das u, «-Diagramm eine Drosselkurve für m=0,5 mit dem Scheitel 
bei u=0 und a= der atmosphärischen Schallgeschwindigkeit a, einzeichnen. 

In dem Fall, daß die Kompressibilität berücksichtigt werden muß, hat man?) 

2x 


2 
N) : 
Luca 
a 


ergibt 


Hier ist also m vom Gaszustand in der Mündung abhängig. Man muß, da a von vornherein 
nicht bekannt ist, Drosselkurven für verschiedene m-Werte zeichnen und durch Probieren die 
für den vorliegenden Fall zutreffende Drosselkurve ermitteln. 


Die Versuchsanordnung 
SINN Aus einem Druckkessel strömt Luft, die vom 
R 


endelachse atmosphärischen Zustand aus adiabatisch auf 0,5 atü 
komprimiert wurde, durch einen Drehschieber in ein 
Rohr (Bild 7). Der Schieber dreht sich gleichförmig, 
so daß dem Durchfluß eine Schwingung mit endlicher 


n |, Amplitude überlagert ist. Bei verschiedenen Schieber- 
chi $ Po drehzahlen von 0 bis über die Resonanz hinaus wurde 
chieber die Ausflußmenge und der durch den Ausströmvor- 
gang erzeugte Schub gemessen. Dazu war der Druck- 

Bild 7. Versuohaanordnung. Masse inum kessel mitsamt dem Ausflußrohr pendelnd aufgehängt. 
Für den Drehschieber ohne Ausflußrohr ist der Aus- 


flußbeiwert, d.h. das Verhältnis der wirklichen Ausflußmenge zu der mit der Ausflußformel 
von de Saint Venant und Wantzel berechneten, bei verschiedenen Drehstellungen des 


0° 20° 
Drehwinkel Drehwinkel 
Bild8. Querschnittsverlauf über dem Drehwinkel des Schiebe 
8 Bild 9. Schub $ bei verschi 
F ‚r = Rohrquerschnitt; Fy = Schieberquerschnitt; Ventils. (Stationäre Strömung) ungen es; 
#4 = Ausflußbeiwerte des Ventils ohne Anschlußrohr O mit Prallplatte gemessen 


@® durch Staudruckmessungen ermittelt 
x aus der Durchflußmenge ermittelt 


Kerze rss, RER udn f ir A 


ers stationär gemessen worden. Dieses Ergebnis, sowie der Querschnittverlauf über De Ba: 
dem Drehwinkel sind in Bild 8 wiedergegeben. Es soll auch für die Anordnung mit Rohr 
und drehendem Schieber zugrunde gelegt werden. Daneben wurde auch der Schub für 


‚ verschiedene Drehstellungen des Schiebers durch Staudruckmessungen am Rohrendquerschnitt 
ermittelt. Dieses Ergebnis zeigt Bild 9 im Vergleich zu dem Schub, den man aus der Durchfluß- 

. . messung errechnet. Der Unterschied rührt daher, daß man bei der Ermittlung aus der Durchfluß- 
_ menge eine gleichförmige Geschwindigkeitsverteilung über dem Rohrendquerschnitt annimmit. 


: ..... Wellenreflexion bei Dauerschwingung a 
' Die Versuche sind mit Dauerschwingungen ausgeführt. Dagegen kann man theoretisch 


nur ‚Anfahrvorgänge behandeln, also das Entstehen einer Schwingung. Man müßte eine größere _ | 
Anzahl von Schwingungen theoretisch. verfolgen, um die Dauerschwingung zu erhalten, was aber 
sehr mühsam ist. Wir führen deshalb eine Näherung über die Wellenfortpflanzung ein, daß. 


nämlich alle Wellen die gleiche Fortpflanzungsgeschwindigkeit haben. Wir wählen dazu als 


Mittelwert: 340 m/s, welcher Wert sich aus der Resonanzdrehzahl ergab. Die Resonanz selbst. | 


"konnte durch ein ausgesprochenes Minimum der Durchflußmenge festgestellt werden. 


Bei den Versuchen wird eine 
periodische Veränderung des Zu- 
standes %,, a, durch den sich öff-- 
nenden und schließenden Schieber 
hervorgerufen. Das anschließende 
Rohr ist von endlicher Länge. 
Im Resonanzfall, d.h. wenn die 
Periode der Änderung des Zu- 
standes «,, a, mit der Schwin- 
gungszeit der Gassäule im Rohr 
übereinstimmt, hat man dann die 
in Bild 10 im x, t-Diagramm wie- 
dergegebene Wellenfortpflanzung. 
Bei jeder Änderung des Zustandes 
%,, a, werden Wellen ausgesandt, 
von denen einzelne gezeichnet Ma 2 Einströmen 

sind. Nach zweimaliger Reflexion Bild 10. Wellenfortpflanzung bei Resonanzdrehzahl 

am offenen Rohrende findet eine 

Welle die gleiche Schieberstellung am Rohranfang wieder vor. Deshalb müssen alle Zustände, 
die längs einer Welle auftreten, im u, a-Diagramm einen geschlossenen Linienzug bilden. Aus 
dieser Bedingung ergeben sich bereits eindeutig alle längs der Welle auftretenden Zustände und 
damit auch der durch den Carnotschen Stoß aus w,, a, entstehende Zustand u,, a, ohne daß 


Bild 11. Die bei Resonanzdrehzahl an einer Welle auftretenden Zustände 


die: Reflexion an den Rohrenden auf die angegebene Weise behandelt werden muß; es wird 
lediglich die Drosselkurve gebraucht, die dem beim Aussenden der Welle bestehenden 
Querschnittsverhältnis F,/F, entspricht. In Bild 11 ist ein derartiger Streckenzug gezeich- 
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net. Der Ausgangszustand am Rohranfang (vgl. auch das z, t-Diagramm Bild 10) ist der 
Zustand 3. Da die Welle von rücklaufenden Wellen gekreuzt wird bei ihrem Lauf zum offenen 
Rohrende, liegt der Zustand A, der in der Welle am Rohrende herrscht, auf der durch (12) 
formulierten Geraden der Schar 9, und zwar hat der Zustand A als Ordinate näherungsweise die 
atmosphärische Schallgeschwindigkeit a,. Es besteht nämlich trotz Atmosphärendruck eine Ab- 
weichung von a, wegen der vom Carnotschen Stoß verursachten Entropieänderung, die bei den 
hier vorkommenden Druckunterschieden aber vernachlässigbar ist. Die am Rohrende reflektierte 
Welle wird von hinlaufenden Wellen gekreuzt, weshalb alle an ihr durch das Kreuzen verursachten 
Zustandsänderungen auf der durch (11) formulierten Geraden der Schar g, durch A liegen. Da 
das Ventil beim Auftreffen der Welle geschlossen ist, liegt der Punkt B bei u=0. Die Zustände 
der nun am Rohranfang reflektierten Welle liegen, weil von rücklaufenden Wellen verursacht, 
auf der Parallelen zu 3 A durch B. Erreicht die Welle das Rohrende, so herrscht dort Einströmen. 
Deshalb liegt der zugehörige Zustand C auf der Drosselkurve, die als Scheitel den Punkt a=a,, 
u=0Ohat. Endlich liegen alle Zustände an der am Rohrende reflektierten Welle auf einer Geraden 
durch C parallel zur Geraden AB. Geht diese Gerade durch den Punkt 3, so war der Ausgangs- 
punkt 3 richtig gewählt. Den richtigen Zustand 3 findet man durch Probieren. 

3 Bei halber Resonanzdrehzahl 
wird eine Welle am Rohrende 
viermal reflektiert, bis sie wieder 
den gleichen Zustand des Schie- 
bers antrifft. Man hat in diesem 
Fall die in Bild 12 gezeigte Wellen- 
fortpflanzung. Wir greifen wieder 
eine Welle heraus und verfolgen 
die Zustände an ihr. Sie liegen 
auf dem in Bild 13 gezeigten 
Streckenzug im u, a-Diagramm. 
Der richtige Ausgangszustand 3 
ergibt sich wieder aus der Bedin- 
gung, daß der Streckenzug ge- 
schlossen sein muß. 


- „Schieberperiode 
Schwingungszeit 


Tg 
Ein- Aus- Ein- Aus-  Ein-  Ausströmen Auf die Behandlung wei- 
Bild 12. Wellenfortpflanzung bei halber Resonanzdrehzahl terer Drehzahlen kann hier verzich- 


tet werden. Der Vollständigkeit 
halber sei nur noch erwähnt, daß man gleiche Zustände am Schieber wie ohne Anschlußrohr 
bei doppelter Resonanzdrehzahl hat, in welchem Fall auch tatsächlich gleiche Austrittsimpulse 
wie ohne Anschlußrohr gemessen 
wurden }). 


Praktische Anwendung der 
Theorie auf den Versuch 


In der Theorie der nicht- 
stationären Gasströmung ersetzt 
man die die x, t-Ebene kontinuier- 
lich überdeckenden Scharen der 
hin- und rücklaufenden Wellen 
näherungsweise durch ein Netz dis- 
kreter Wellen und betrachtet den 
Gaszustand in einem Netzviereck 
als konstant. In unserem Falle be- 
Bild 13. Die bei halber Resönanzdrehzahl an einer Welle auftretenden Zustände deutet das, daß das kontinuierliche 

v Öffnen des Schiebers durch mehr- 
malige ruckartige Öffnungsbewegungen angenähert wird. Wie die Bilder 10, 12 zeigen, ersetzen wir 
das Öffnen und Schließen durch je vier Stufen. Die zugehörigen Querschnittsverhältnisse sind 
dem Bild 8 zahlenmäßig zu entnehmen (m = 0,3915; 0,2638; 0,0670). In das u, a-Diagramm 
sind also vier Drosselkurven einzuzeichnen und die in Bild 11 bzw. 13 angegebenen Konstruktionen 
sind viermal zu wiederholen. Die Konstruktion ist in den Bildern 14, 15 maßstäblich wieder- 
gegeben. Um sich dort besser zurechtzufinden, sind die Zustände, die in Bild 10, 12 am Schieber 
in den ersten vier Zeitintervallen herrschen, mit der Zahl 3 bezeichnet. (In Bild 10, 12 ist diese 
Bezeichnung nur für das erste Zeitintervall angegeben.) Mit den auf diese Weise für Rohranfang 


er Rohrende erhal)  Zustandswerten kann  Durchflußmenge net we | 
echnungsergebnisse sind in Bild 16 durch die eingekreisten Punkte wiedergegeben. Die Über- - 
einstimmung mit dem Versuch ist in allen Fällen überraschend gut. Die prozentuale Abweichung 
ist auch für den Grenzfall sehr langsamer Schieberdrehung praktisch die gleiche, was auf ungefähr 
gleichen Rei ngseinfluß schließen läßt. Dies gibt uns nachträglich die Berechtigung, für jeden 
Zeitpunkt die Durchflußbeiwerte der entsprechenden stationären Strömung zu verwenden. 
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Bild 14. Zahlenmäßige Ermittlung der bei Resonanzdrehzahl auftretenden Zustände im u, a-Diagramm 
Kesseldruck p, = 1,5 ata Ag/a, = 1,0596 @,= Schallgeschwindigkeit des Kesselzustandes 
a, = Schallgeschwindigkeit des atmosphärischen Zustandes 


Andererseits kann mit den erhaltenen Zustandswerten der am Rohrende als Reaktion des 
Austrittsimpulses wirkende Schub berechnet werden, wenn man gleichförmige Geschwindigkeits- 
verteilung über den Rohrquerschnitt voraussetzt. Nach Bild 17 sind die errechneten Werte, 
die wieder durch eingekreiste Punkte dargestellt sind, durchweg erheblich zu niedrig. Auch wenn 
man die Ungleichförmigkeit der Geschwindigkeitsverteilung über den Rohrquerschnitt, wie sie, 
bei stationärer Strömung gemessen wurde, anhand von Bild 9 in Rechnung zieht, ist die Ver- 
besserung nicht genügend. Die naheliegendste Erklärung für die Abweichung ist die, daß durch 
unsere Näherungsannahme über die Unveränderlichkeit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Wellen der zeitliche Verlauf des Aus- und Einströmens am Rohrende von der Wirklichkeit ab- 
weicht. Die Abweichung ist so, daß sie sich (Bild 16) auf die Durchflußmenge, die das zeitliche 
Mitte] von owist, nicht auswirkt. Daraus folgt in der Tat nicht, daß auch der Schub als zeitliches 
Mittel von ou?richtig wiedergegeben wird. In unserem Fall kleiner Dichteschwankungen handelt 
es sich insbesondere praktisch um die Mittelwerte von « und «? und es darf dann, wenn unsere 
Erklärung zu Recht besteht, im Grenzfall sehr kleiner Schieberdrehzahl keine Abweichung 
zwischen Rechnung und Versuch bestehen. Ein Blick auf Bild 17 zeigt, daß dies Latsächlich 
zutrifft. 

Man wird einwenden, daß für die praklische Anwendung der Rechnung die mittlere Fortl- 
pflanzungsgeschwindigkeit der Wellen nicht genau bekannt ist. Aber wenn auch diese Ge- 
schwindigkeit nicht richtig angenommen ist, so ergeben sich doch richtige Durchflußmengen, nur 
treten sie in Wirklichkeit bei etwas anderen Drehzahlen auf, als sie sich mit der angenommenen 
mittleren Fortpflanzungsgeschwindigkeit errechnen, denn das gezeichnete Weg-Zeit-Diagramm 
gehört in Wirklichkeit zu einer etwas abweichenden Drehzahl. Jedenfalls werden die errechneten 
Werte im Verhältnis zur Resonanzdrehzahl richtig angegeben, 
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; Ermittlung der beihalber Resonanzdrehzahl auftrebenden Zustände im u, a-Diagramm 
ee Er ei = 1,0596 @g = Schallgeschwindigkeit des Kesselzustandes 
@s = Schallgeschwindigkeit des atmosphärischen Zustandes - 
En 3 2 Drehzahlen dann die gleiche ist. Hier ist also in jedem Zeitpunkt der der Schieberstellung 
E entsprechende stationäre Durchfluß verwirklicht. Also nur bei nicht zu großen Kesselüber- 


B- drucken ist ein Drehzahleinfluß vorhanden. 


Über die Brauchbarkeit von Näherungsannahmen 


Die immerhin etwas langwierige Berechnung der Drosselkurven läßt die Frage aufkommen, 
ob brauchbare Vereinfachungen möglich sind. Als solche liegt die Annahme nahe, der Druck Pz 


e 7500 
Resonanzdrehzahl Schieberdrehzahl Resonanz 
Bild 16. Vergleich der gerechneten und gemessenen Durchflußmenge. Kesselüberdruck 0,5 atü 
gerechnet mit Carnotschem Stoß am Schieber und Rohrende 
gerechnet mit Carnotschem Stoß am Schieber, am Rohrende ohne Carnotschen Stoß 
x gerechnet ohne Druckrückgewinn am Schieber, am Rohrende ohne Carnotschen Stoß 
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sei gleich dem Druck p, im engen Rohr, d.h. am Querschnittssprung bestehe kein Druckanstieg. 


Die Annahme ist nach (2) gerechtfertigt bei kleinen Querschnittsverhältnissen m. Am Rohrende 
soll der Bernoullische Druckabfall ohne Carnotschen Stoßverlust berücksichtigt werden. Mit 


7000 Halbe 7500 2000 
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Bild 17. Vergleich des gerechneten und gemessenen Schubes. Kesselüberdruck 0,5 atü 
© gerechnet mit Carnotschem Stoß am Schieber und Rohrende ; 
gerechnet mit Carnotschem Stoß am Schieber, am Rohrende ohne Carnotschen Stoß 
x gerechnet ohne Druckrückgewinn am Schieber, am Rohrende ohne Carnotschen Stoß 
1) gerechnet’ wie@), jedoch mit Berücksichtigung der ungleichförmigen Geschwindigkeitsverteilung über den Rohrendquerschnitt 


diesen Annahmen bekommt man Werte, die in Bild 16, 17 durch Kreuze markiert sind. Berück- 
sichtigt man dagegen den Carnotschen Stoßverlust am Schieber, während man am Rohrende 
wieder nur den Bernoullischen Druckabfall in Rechnung setzt, so erhält man die Werte, die in 
Bild 16, 17 mit Vierecken eingerahmt sind. Man erkennt, daß die mit diesen Näherungen er- 
haltenen Werte je nach Drehzahl sehr verschieden vom tatsächlichen Wert abweichen können 
und nicht brauchbar sind. Es ist also auch die Vernachlässigung des Carnotschen Stoßverlustes 
am Rohrende nicht zulässig. > : 


Zusammenfassung 


Es zeigt sich, daß mit der Theorie der nichtstationären Gasströmungen der Durchfluß durch 
ein periodisch sich öffnendes und schließendes Ventil und anschließendes Rohr in durchaus guter 


Näherung an die Wirklichkeit bestimmt werden kann, wenn man .den an Ventilen und offenen - 


Rohrenden auftretenden Carnotschen Stoßverlust berücksichtigt und jene Reibungswerte zu- 
grunde legt, die in stationärer Strömung bei den verschiedenen Ventilstellungen bestehen. 


‚Bei nicht zu hohen Kesselüberdrucken darf die Fortpflanzungsgeschwindigkeit aller Wellen 


als gleich angenommen werden. Der Umstand, daß periodische Vorgänge in einem Zustands- 
diagramm durch in sich geschlossene Linienzüge dargestellt werden, vereinfacht die Ermittlung 
des Durchflusses erheblich. 


Eingegangen: 22. 11. 1948. 


Geradlinig bewegte Schallquellen 
Von H. Billing in Göttingen 

Es werden die Schallfelder einfacher geradlinig bewegter Schallquellen berechnet unter Ausnutzung der 
Tatsache, daß auch bei Wirbelbildung die Wellengleichung für das Beschleunigungspotential anwendbar 
bleibt. Es lassen sich dadurch neue Erkenntnisse über das Anströmgeräusch an Rundstäben gewinnen. 

The fields of sound of simple sources in rectilinear uniform motion are calculated according to the fact, 
ihat ihe wave equalion will remain correct for the polential.of accelaration in spile of originaling vorlices. 
New results are found on Ihe noise of the incident flow at circular struts. 

On calcule les champs de son de simples sources de son en mowvement recliligne uniforme profitant 
du fait que m&me en cas de formation de tourbillons l’&quation d’ondes reste applicable au potentiel d’aceele- 
ration. On peut ainsi gagner de nowvelles informations sur le bruit d’&coulement produit & des monlanis 
 circulaires. 

PacuuTsIBaeTca 3ByKoBoe TOAIe IIPAMONHHCHHO MBUTAIOIMAXCH IIPOCTEHIX HCTOYHHKOB 3BYK& 
Ipmu HCNONB30BAHHH TOrO PAKTA, YUTO BOMIHOBOe YPABHeHHe IIPHMeHHMO JIA TIOTEHIHAJIa 
yckopeHuHä MH B cıIyyae OoÖpasoBaHna Buxpefü. TakuMm 06pasoM MoryT ÖHT5 IONY4YeHH HOBEE 
pesyAIbBTaTkI OTHOCHTEJIBHO IUyMOB, BO3HUKAWIIUX IIPH OÖTEKAHHH KPYrJiBIX CTEp:KHeH, 


1. Problemstellung und Differentialgleichung [1], [2] 


Jede Bewegung eines Körpers. durch die Luft ist mit der Erzeugung von Schallwellen ver- 
bunden. Dabei ist es im Gegensatz zur ruhenden Schallquelle nicht nötig, daß die Oberfläche 
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des Körpers irgendwelche schwingenden Bewegungen ausführt. Technisch besonders interessant 
und deshalb im folgenden vor alles behandelt ist vielmehr der starre Körper, der bereits bei 
geradlinig gleichförmiger Bewegung durch die Luft infolge von Wirbelbildung recht erhebliche 
Anströmgeräusche erzeugt. ag 

Der el beein der folgenden Ausführungen ist auf Anströmgeschwindigkeiten be- 
schränkt, die unterhalb der Schallgeschwindigkeit liegen, wenn manche Ansätze auch eine Er- 
weiterung auf Überschallgeschwindigkeiten zulassen. 

Es sind bisher Rechenmethoden entwickelt für Schallquellen, welche sich auf einer vor- 
gegebenen Bahn bewegen und auf deren Oberfläche die Normalkomponente der Geschwindigkeit 


„= _.. bekannt ist (p = Geschwindigkeitspotential). Als Rechenweg wird im wesentlichen 


die Singularitätenmethode verwendet. Die Singularitätenmethode ist aus der Berechnung ruhen- 
der Quellen bekannt und besteht darin, geeignete partikuläre Lösungen der Wellengleichung 


(sogenannte Singularitäten z. B. Kugelstrahler verschiedener Ordnung) derartig zu überlägern . 
daß die Randbedingungen an der Schallquellenoberfläche erfüllt werden. (c bedeutet die Schall- 
geschwindigkeit.) Die singulären Stellen aller partikulären Lösungen sollen dabei im Inneren 
der Schallquelle liegen. Die Lösung ist dann bei Berücksichtigung der Sommerfeldschen 
Ausstrahlungsbedingung eindeutig gegeben. 

Eine unmittelbare Übertragung der Singularitätenmeihode auf bewegte Schallquellen stößt 
auf zwei Schwierigkeiten. Erstens sollen, damit die Rechnung nicht zu kompliziert wird, die 
singulären Stellen sich auch jetzt stets im Inneren der Schallquelle befinden. Es müssen daher 
neuartige Lösungen der Wellengleichung gefunden werden, deren singuläre Stellen sich mit der 
Schallquelle mitbewegen. Verschiedene Verfahren sind zum Auffinden solcher bewegter Singu- 
laritäten in letzter Zeit entwickelt worden. Sie sollen spälter besprochen werden. Die zweite 
Schwierigkeit rührt von der Reibung her. Die Reibung hat zur Folge, daß sieh im allgemeinen 
hinter einer angeströmten Schallquelle ein verwirbelter Nachlauf bildet, in welchem für das Ge- 
schwindigkeitspotential die Wellengleichung (1) nicht gilt. Es entstehen vielmehr im Nachlauf 
neue Singularitäten des Geschwindigkeitspotentials, die mit der Geschwindigkeit Y der Grund- 
strömung nach hinten abschwimmen. Der Aerodynamiker hilft sich bei instationären Rechnungen, 
indem er das Geschwindigkeitsfeld mit Hilfe von gebundenen und freien Wirbeln aufbaut, also 
als Summe von zwei Singularitätenarten, von denen die erste relativ zum angeströmten Körper 
ruht und die zweite mit der Grundströmung wegschwimmt, aber zeitlich unveränderlich ist. 

VEN FEB TEN See (2). 

geb. frei 
Für akustische Probleme ist diese Methode wenig geeignet, da Wirbel nicht der Wellengleichung, 
sondern der Potentialgleichung A = 0 genügen. Eine geeignetere Rechenmethode läßt sich 
finden, wenn man weitgehende Linearisierungen zuläßt, was im folgenden geschehen soll. Es 
werde vorausgesetzt, daß alle Dichteänderungen de < oe sind und die Produkte der dureh die 
Schallquelle erregten Geschwindigkeiten vernachlässigt werden dürfen. Unter diesen Voraus- 


setzungen ergibt sich aus den Eulerschen Gleichungen als Zusammenhang zwischen Druck 
und Geschwindigkeit 


D () SR, 
P= op = el? +v2®) er. 
Der Operator D bedeutet dabei die substantielle Ableitung. Bei Anwendung von (3) auf (2) 
ersieht man, daß bei Berechnung des Druckfeldes sich der Beitrag der freien Geschwindigkeits- 
singularitäten weghebt. Daraus ergibt sich, daß auch im verwirbelten Nachlauf für den Druck 
keine singulären Stellen auftreten und man erhält die wichtige Folgerung, daß im gesamten 
Außenraum einer bewegten Schallquelle für den Schalldruck die homogene Wellengleichung 


Ap a NV ar ne Se 
gilt. 

Ist als Randbedingung der Schalldruck auf der Oberfläche der bewegten Schallquelle ge- 
geben, so ist mittels mitbewegter Drucksingularitäten die Randbedingung zu befriedigen und 
daher ohne prinzipielle Schwierigkeiten das gesamte Schallfeld zu berechnen. Die Lösung ist 
eindeutig. Die eigentliche Schwierigkeit bei der Verwendung von Drucksingularitäten liegt darin, 
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Weg: Man berechnet zunächst das Druckfeld einfacher mit der Schallquelle bewegter Druck- 


 singularitätent). Mit-Hilfe der durch Linearisierung entsprechend vereinfachten Eulerschen 
Gleichungen bestimmt man das zugehörige Geschwindigkeitsfeld (vgl. Gl. (12)): Schließlich über- 
lagert man mitbewegte Drucksingularitäten in solcher Weise, daß durch das zugehörige hierbei 


entstehende Geschwindigkeitsfeld die Randbedingungen befriedigt werden. 


Bei Gültigkeit der Linearisierungsbedingungen genügt das Feld einer Geschwindigkeits- Er 
singularität bis auf die singuläre Stelle auch der Wellengleichung (4) für den Druck; jedoch nicht 


umgekehrt-eine Drucksingularität der Wellengleichung (1). Geschwindigkeitssingularitäten ge- 
hören also zur umfassenderen Klasse der Drucksingularitäten. Da durch Geschwindigkeitssingu- 
laritäten allein die Randbedingung für die Normalgeschwindigkeit an einer bewegten Schallquelle 
bereits erfüllt werden kann, ersieht man, daß durch das Hinzütreten der Drucksingularitäten zur. 


‚allgemeinen Lösung die Lösung vieldeutig wird. Diese in der Aerodynamik altbekannte Viel- 


deutigkeit rührt daher, daß man hier nur eine phänomenologische Näherungsmethode anwenden 


kann und nicht auf die exakte, die Reibung berücksichtigende Differentialgleichung zurückgeht. 


In vielen Fällen läßt sich die Eindeutigkeit durch aus der Erfahrung gewonnene Zusatzbedin- 
gungen wiederherstellen. Für Schallquellen mit scharfer Hinterkante ist eine solche Zusatz- 
bedingung z.B. die. Kuttasche Abflußbedingung, derzufolge die .Hinterkante nicht um- 
strömt wreden darf. 2 Eu 


2. Geradlinig gleichförmig bewegte Schallquellen 
a)Geradlinig gleichförmig bewegte Singularitäten 

Zur Berechnung des bei geradlinig gleichförmiger Bewegung eines starren Körpers ent- 
stehenden Anströmgeräusches ist es zunächst nötig, einfache partikuläre Lösungen der Wellen- 
gleichung herzuleiten, deren singuläre Stellen sich geradlinig gleichförmig bewegen (geradlinig 
gleichförmig bewegte Sirigularitäten). Die wesentliche Arbeit ist dabei geleistet, wenn man das 
Feld des einfachsten geradlinig bewegten Punktstrahlers abgeleitet hat. Durch Zusammensetzung 
mehrerer solcher Punktstrahler lassen sich mittels einfacher Differentiations- bzw. Integrations- 
prozesse dann kompliziertere Singularitäten &ufbauen. | 

Zur Berechnung einer geradlinig gleichförmig bewegten Punktsingularität sind in letzter 
Zeit unabhängig mehrere verschiedene Methoden entwickelt worden, die alle zum gleichen Ziel 
führen. Es sei daher auf eine Arbeit von Oesierreicher [3], welcher von den Wiech- 
‚hardtschen Potentialen ausgeht, wie auf eine Arbeit von Hönl [4] lediglich verwiesen. Das 
eleganleste und auch in der Anwendung auf schwierige Singularitäten. besonders einfache Ver- 
fahren, dessen sich hier im späteren bedient werden soll, stammt von Küssner [5]. Recht 
ähnlich ist eine jüngst von Rott [6] veröffentlichte Methode, die mit Hilfe von Voigtschen 
Substitutionen das Schallfeld transformiert. | 

Küssner benutzt die bekannte Tatsache, daß die Wellengleichung gegen die allgemeine 
Lorentz -Transformation invariant ist, d.h.:DieLorentz -Transformation führt Lösungen 
der Wellengleichung in neue Lösungen der Wellengleichung über. Die allgemeine Lorentz- 
Transformation bewirkt eine Drehung und eine gleichmäßige Streckung des vierdimensionalen 
Raumes. Allgemein bekannt ist durch ihre Verwendung in der Relativitätstheorie die spezielle, 


“ lediglich eine Drehung verursachende Lorentz-Transformation. Durch sie wird jedoch in 


einer für die Akustik ungeeigneten Weise der Zeitmaßstaß verändert. Diese Veränderung des 
Zeitmaßstabes macht Küssner rückgängig durch eine gleichmäßige Streckungstransformation 
aller vier Koordinaten. Damit erhält er die Lorentz -Transformation in der für die Akustik 
geeigneten F orm 


ae 
’ ’ ’ „' 2 2 ae OD)" 
H*' H H %‘ c 


Diese Lorentz -Transformation hat, wie man auch an dem folgenden Beispiel erkennen kann, 
genau die Eigenschaft, ruhende Singularitäten in gleichförmig bewegte Singularitäten überzu- 


1) Drucksingularitäten (bzw. Singularitäten des Geschwindigkeitspotentials) sind, um völlige Klarheit 
über die Terminologie zu schaffen ‚Singularitäten, deren Druckfeld (bzw. Geschwindigkeitspotential) bis auf 
im Inneren der Schallquelle liegende singuläre Stellen der homogenen Wellengleichung (4) bzw. (1) genügt. 
Singularitäten des Geschwindigkeitspotentials sollen im folgenden kurz ‚„‚Geschwindigkeitssingularitäten‘“ 
genannt werden. 
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„daß im allgemeinen als Randbedingung nicht der Schalldruck, sondern die Normalkomponente. 
> _ der Geschwindigkeit — 7, auf der Schallquellenoberfläche bekannt ist. Um auch dann noch die 
. Gültigkeit der Wellengleichung (4) für den Schalldruck ausnützen zu können, geht man folgenden BR 
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 ) mittels’ Gl. 5) dat Bewe ung transformiert. ist ein beliebiges der Wellengleichung genü 
Be; ar and kann z. B. das Geschwindigkeitspotential oder den Scha druck p bed er 
Transformation (5) ergibt unmittelbar ER RE nd 

| al ER TE ren | )} 
4 EP e ( Kae ee «+ vi) + R? 


Ve HrVw mm 


A? 


u 


„2 | 
Darstellung in einem mit der Singularität mitbewegten Koordinatensystem erhält man durch 


Anwendung einer einfachen G.alilei-Transformation =” = #’ + Vt’ auf Gl.(7). Umgleich 
. eine allgemeinere Lösung zu erhalten, sei die Galilei-Transformation jedoch auf die Lo- 


rentz-Transformation Gl. (5) angewandt. Man bekommt » R 
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und kann jetzt mittels Gl. (8) unmittelbar die Ruhelösung Gl. (6) transformieren. Es ergibt sich 
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In GI. (10) liegt damit das gesuchte Potential einer gleichförmig aus der Richtung der negativen 
x-Achse angeströmten Punktquelle vor. Die Quelle liegt im Koordinatennullpunkt. Die Trans- 
formationsmethode läßt sich auf beliebige durch rühende Singularitäten aufgebaute’ Potential- 
felder anwenden, so daß hier eine recht allgemeine einfache Rechenmethode zur Verfügung steht. 
Die Grundlösung Gl. (10) 
stellt, wie aus dem Exponenten 
hervorgeht, der Phase nach Kugel- 
wellen dar, die zusätzlich zur Aus- 
breitungsgeschwindigkeit ce mit der 
Anströmungsgeschwindigkeit V ab- 
getrieben werden. Die Amplituden 
sind jedoch nicht, wie man früher 
infolge falscher Anwendung des 
Huyghenschen Prinzips häufig 
‘ annahm, auf diesen Phasenflächen » 

/ \ konstant. Flächen konstanter 
Amplitude sind vielmehr Ellipsoide 


x”? +x° R’?—=const. Bedeutet in 
Bild 1. Druckamplituden einer geradlinig bewegten harmonischen Quelle RN " fe 
des Geschwindigkeitspotentials fitr verschiedene Mach-Zahlen (Bewe. der Grundlösung (10) x’ das Ge 


gungsrichtung von rechts nach links) schwindigkeitspotential po", so läßt 

sich das zu diesem Geschwindig- 

keitspotential gehörige Druckfeld unmittelbar mittels Gl. (3) errechnen. Das Druckfeld ergibt 

sich jetzt nicht mehr symmetrisch. Die Druckamplituden sind vielmehr entgegen der Anströmung 

relativ verstärkt. Das Druckfeld zerfällt in zwei Anteile (Nahfeld und Fernfeld), wobei das Nah- 

feld mit dem Quadrat des Abstandes, das Fernfeld proportional zum Quellenabstand abnimmt. 

Den Schalldruck des Fernfeldes in einem konstanten Abstand r gibt für verschiedene Mach- 

zahlen Abb. 1. Die Amplitude der Quellintensität ist in Abb. 1 konstant gehalten. Eine genaue 

Diskussion dieser Singularitäten hinsichtlich des Dopplereffektes, der Amplituden- und Phasen- 
verteilung für Schalldruck und Schallschnelle im Nah- und Fernfeld findet sich in 121: 
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en a (10). 
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Pe Soll die Quellintensität erhalten bleiben, so ist, wie man aus Dimensionsgründen leicht ersicht, 7 | f i 
- bei der Transformation A = “ zu setzen. Gl. (7) stellt bereits das gesuchte Potential einer ge in 
 radlinig gleichförmig bewegten Punktsingularität im ruhenden Koordinatensystem dar. Eine 
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b)Drucksingularitäten und ihre Geschwindigkeitsfelder 
Bildet sich hinter der Schallquelle eine wesentliche Wirbelschleppe, so wird, wie oben be- 
sprochen, zur Schallfeldberechnung das Druck- und Geschwindigkeitsfeld einfacher geradlinig 
'bewegter Drucksingularitäten benötigt. Das Druckfeld der einfachsten gleichförmig bewegten 
Drucksingularität ist bereits durch Gl. (7) bzw. Gl. (10) dargestellt. (Man ersetze dort x durch p.) 
‘Die Berechnung des zu diesem Druckfeld gehörigen Geschwindigkeitsfeldes, welche sich wesent- 
lich schwieriger gestaltet, soll im Bezugssystem des mitbewegten Beobachters durchgeführt wer- 
' den. In diesem Bezugssystem ist bei Gültigkeit der Linearisierungsbedingungen der Zusammen- 
hang zwischen Druck und Geschwindigkeitspotential durch Gl. (&) gegeben. Um Anschluß an 
a die übliche Terminologie zu en Br wir S v- umin 


e 
- Das Potential Qist vonPrandtlals ee indie kompressible Aerodynamik 


eingeführt. Unter der Voraussetzung, daß weit. vor der Schallquelle die Strömung ungestört ist, 


erhält man durch Integration von Gl. (11) das Geschwindigkeitspotential explizit zu. 


> x i 
- Ele 
Zur Berechnung des Geschwindigkeitspotentials, weiches zu gegebenen geradlinig gleichförmig 
bewegten Drucksingularitäten gehört, hat man daher lediglich gemäß Gl. (12) über das Be- 
schleunigungspotential zu integrieren. Das zum Druckfeld der punktförmigen Drucksingularität 
Gl. (10) (ersetze dort x durch p) gehörige Geschwindigkeitspotential ergibt sich beispielsweise 
gemäß Gl. (10), (11), (12) zu RE Striche (”) in Gl. ;10) sind in Gl. (13) fortgelassen) 


7 — Ve Z 2 R2 
exp ale a IR rl. 
4A v | 
.9=— ER | EL 
oV J . Ye? +x®R? 

Das Integral Gl. (13) ist nicht geschlossen auswertbar. Für Aufpunkte auf der positiven -Achse 
ist über die singuläre Stelle «=0 R= Ozu integrieren. Das hat zur Folge, daß das Geschwin- 
digkeitspotential auf der gesamten +x-Achse singuläre Stellen erhält. Die sich aus Gl. (13) auf 
der +x-Achse ergebenden Singularitäten des Geschwindigkeitspotentials sind jedoch zu stark, 
um sich zum Aufbau realer physikalischer Schallquellen verwenden zu lassen (es ergibt sich eine 
periodische Belegung der gesamten -++x-Achse mit positiven und negativen mit der Grundströ- 
mung abschwimmenden Mediumquellen). Geschwindigkeitsfelder mit weniger starken wirbel- 
ähnlichen Singularitäten im Nachlauf, welche für die praktische Anwendung sich als recht ge- 
‘ eignet erweisen, erhält man, wenn man vom Druckdipol ausgeht. Das entsprechende Druck- und 
Geschwindigkeitsfeld errechnet sich durch Differentiation von Gl. (10) bzw. (13) nach z. Näher 
ausgeführt ist in [2] das praktisch besonders wichtige Beispiel des ebenen gleichförmig in +2- 
Richtung angeströmten Druckdipoles, welcher sich durch Besetzung der gesamten y-Achse mit 
Druckdipolen errechnet. Das Druckfeld des ebenen im Koordinatennullpunkt liegenden Druck- 
dipoles des Momentes C ergibt sich unter Benutzung der bekannten Integraldarstellung für 


Hankelsche Funktionen 
exp(—ıza)d i 
1 nn 


Ye — 1 
1 
nach leichter Zwischenrechnung zu 


3 | Ci 2 
= [Er @s-v.: t\dy' = 12 °*P io (t + + Fls# (Sa Fer FR) (14). 


Für das Fernfeld erhält man daraus bei asymptotischer Be derHankelschen Funk- 


tion H} und Darstellung in Zylinderkoordinaten (2? +2? = R,7 — =sin a) die übersichtlichere 
Formel 7 
Ce* 1 sin & [ ( xM — Ya: + = 
ee enar u er u ) Ki; 


Ber 


an +v? gen: 


N VE A ne a DE 4 de ar SA un 
, BERER I Let er RT Ei u 


972° Billing, Geradlinig bewegte Schallquellen — 
Für das Nahfeld ergibt sich nt 
„. Gw \7 Mu "TER 


> 


PT ra 


Der Schalldruck nimmt im Nahfeld also mit 1/R, im Fernfeld mit 1//Rab. Einen Überblick über 
das Druckfeld des ebenen Druckdipolse bringt Abb. 2. Das zum ebenen Druckdipol gehörige 
Geschwindigkeitspotential errechnet man aus Gl. (11), (12), (14) unmittelbar zu?) 


en [eolile leere um 


0x” 


 0oV4x 


_- 


Die allgemeine Auswertung von Gl. (17) ist wiederum 
schwierig. In den Anwendungen interessiert zur Befriedi- 
gung der Randbedingungen vor allem. das Nahfeld desebenen 
Druckdipols. Wenn man 


C=ulR2., BR . (18) 
setzt, erhält man dafür 
Fu TC iaot 
i = — ee 19 * 
Bil 2 er 2 9) 


Das Feld eines ebenen stationären Wirbels läßt sich be- 
kanntlich darstellen durch 


N . 
Bild 2, Richtcharakteristik des ebenen = = arttg- Tr Re (20). 
Druckdipols i 27 
Nah- und Fernfeld fürM = 0° , R P fi S 
EEE RER Fernteld | gy, m Wie man durch Vergleich ersieht, geht für kleine Anströmge- 


=0?  schwindigkeiten («—1) mithin das Nahfeld des ebenen Druck- 


dipols des Moments C in das quasistationär errechenbare Nah- 
feld eines ebenen Wirbels der Wirbelstärke J’über. Hierin äußert sich in einem Spezialfall das bei 
weiterer Auswertung von Gl. (17) sich immer wieder bestätigende Ergebnis, daß der stationäre 
wie instationäre ebene Druckdipol als eine die Kompressibilität berücksichtigende Verallgemei- 
nerung des Wirbelpotentials anzusprechen ist. So ergibt die Auswertung von Gl. (17) für auf 
der z-Achse gelegene Aufpunkte bei größerer Entfernung vom Quellpunkt für die z-Kompo- 
nente der Geschwindigkeit: 


— — — nahteld | 


V. 0,9 = ep liole + R „) für —ı>]1 
x rn vi u 

21) 
oo Gere] © | 

VE ww\t — a; N Aa 10) a für +:>]1 

Gl. (21) ist interessant im Vergleich zum Druckfeld Gl. (15). Wie man sich aus dem Exponenten 
der Gl. (15) leicht ableitet, breitet sich der Schalldruck in Form von Zylinderwellen aus. Dabei 
sind die Flächen gleicher Phasen sich mit Schallgeschwindigkeit ausdehnende Kreiszylinder, 
welche mit der Anströmgeschwindigkeit V abgetrieben werden. Im ersten Teil der Gl. (21) für 
die z--Komponente der Schallschnelle findet sich, wie nicht anders zu erwarten, diese Zylinder- 


’ 


welle wieder. Hinzu kommt jedoch für die +x-Achse mit dem Glied ee exp io (i — 2) noch 


eine nicht abklingende, mit der Grundströmung abtreibende Störung, welche als die kompres- 
sible Verallgemeinerung des Nachlaufs eines instationären Wirbels anzusehen ist. 


Eine nähere Diskussion des ebenen Druckdipols wie die hier fehlenden Zwischenrechnungen 
findet man in [2]. 


c) Anströmgeräusche an Rundstäben 
Als einfach zu behandelndes Beispiel für die Anwendung der vorstehenden Ansätze sei 
das Geräusch berechnet, welches bei der Anströmung von Stäben mit kreisförmigem Querschnitt 
entsteht‘), Es bildet sich um den Rundstab eine rein periodisch veränderliche Zirkulations- 
strömung aus, deren Geschwindigkeitsfeld der Potentialströmung überlagert ist. Zur Berech- 


°) Gl. (17) ist im wesentlichen der Kern der Possioschen Integralgleichung, vgl. auch [8 
.. ®) Die Berechnung erstreckt.sich bisher nur auf den unterkritisehen ey td 2: Bereich h welchem 
hinter angeströmten ‚Rundstäben eine Kärmänsche Wirbelstraße auftritt. i 


da instationären Druck: und Geschwindigkeits des. 
% zur Verfügung: | 
1. Auf der Stahoberfläche versendet. die Noknälkonenckle de 7% 
2. Das unmittelbar um die Staboberfläche genommene En ist periodisch veränder- "4 


lich um gen ‚Betrag, f RS r 
ET, Be fnds—Te + - N g 


y 


x lg: Außerhalb des Stabes gilt überall die Wellengleichung (4) für den Schalldruck. Kr, Be. 


5 ‚Um die oben abgeleiteten Rechenmethoden anwenden zu können, muß linearisiert werden. 
Be; "Das ist für Rundstäbe an und für sich bedenklich und hat ein Versagen der Theorie in der Um- 
- °.  gebung der Staupunkte zur Folge. Macht man zunächst noch die weitere Voraussetzung, daß die 
-  Kärmänsche Wirbelstraße als ebenes Problem behandelt werden darf, so erkennt man un- 
E24 mittelbar, daß die Bedingungen (1) bis (3) durch einen einzelnen in der Achse des Rundstabes 
‚liegenden ebenen Druckdipol erfüllt werden. Die Gleichungen (14), (15), (16) und die Abb.2 Eh; 
‚stellen daher das gesuchte Druckfeld dar, wie es mit deridealenebenenKärmänschenWirbe- 
straße verbunden ist. In Wirklichkeit kann jedoch die Umströmung eines Zylinders im allge- 
meinen nicht als eben angenommen werden. Vor allem ist die Phase ö der Zirkulation (Bedin- 
gung 2) nicht für alle Teile eines langen Stabes die gleiche. Um diese Phasenunterschiede u 
berücksichtigen, denke man sich den Rundstab in einzelne Teile der Länge d] so unterteilt, 4 
daß innerhalb jedes Elementes die Phase ö als konstant angesetzt werden darf. Die Phasen- 
beziehungen der einzelnen Elemente gegeneinander seien jedoch völlig unregelmäßig. Die letzte c# 
Annahme hat zur Folge, daß man nach Berechnung des Druckfeldes eines einzelnen Elementes 
dl zur Berechnung des Gesamtfeldes die Schallintensitäten und nicht die Schalldrucke der Ele- 
mentarfelder addieren muß. j e Br 
Zur Berechnung des Druckfeldes eines Elementes d! hat man analog zum ebenen Falldie SR 5 
Länge di gleichmäßig mit räumlichen Druckdipolen zu besetzen und über die Länge d/ zu inte- AR 
grieren. Ist die Länge dl sehr klein im Vergleich zur Wellenlänge, wie es meist der Fall zu sein 
scheint, so kann man auf die Integration verzichten und es ergibt sich aus Gl. (10) als Druckfeld 
des Elementes dl 


a 3 ne 3 un. 


PETE 


| 
> Ron Z deal er E (22 + x2R2)2 2 | c(a? +2 R2 DET Her > 
Die Konstanten der Gl. (22) sind gerade so bestimmt, daß die Querkraft Z auf das Element di 
den richtigen Wert L= eV I'di annimmt. 
Die Gesamtlänge } des angeströmten Stabes sei in N jeweils gleichphasige Teile unterteilt: 
DE DaB BR Sa Kar ee FE (23). Pa 


Dann ergibt sich dutch Addition der Intensitäten der einzelnen Elemente und bei Vernachlässi- F- 
gung des ersten Klammerausdruckes in Gl. (22) als effektiver ‚Schalldruck des Fernfeldes eines E 
7 

« 


angeströmten Rundstabes 
Vlozl dl « 
Peit = Da A N a Pa RE EN Ae (24). 
YArck®+eRyy I 


Aus Gl. (24) liest man als wichliges Ergehnis für das Anströmgeräusch an Rundstäben ab: Die ; Me 
Richtcharakteristik des Anströmgeräusches hat eine Nullstelle in Anströmrichtung und ist nach | 
vorn und hinten symmetrisch. Die absolute Intensität des Anströmgeräusches ist zunächst noch 

nicht bestimmbar, dain Gl. (24) w, T und = unbekannt sind. Die letzten beiden Größen scheinen 

in hohem Maße-von der Turbulenz der Anströmung abzuhängen®). Für den Idealfall der Aus- 

bildung einer ebenen Kärmä.n schen Wirbelstraße läßt sich die Zirkulation nach Kärmän 

auf halbexperimentelle Weise: bestimmen 5). Es ergibt sich unabhängig von der Reynoldszahl 

T= 1,7 VD(D= Stabdurchmesser). Für die Frequenz der Wirbelstraße errechnet man in guter 
Übereinstimmung mit dem Experiment 


en es. RE RR) 


4, Hält man z.B. einen Rundstab geeigneter Abmessung in einen turbulenzarmen Windkanal, so hört man 
deutlich den mit der Kärmänschen Wirbelstraße verbundenen Hiebton. Dieser Ton verschwindet: sofort, 
wenn man die Anströmung künstlich stark turbulent macht. 

5) Siehe z.B. Geiger-Scheel, Handbuch der Physik Bd. VII, 5. 82. 
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2 2 Wenn er für diesen idealen Fall Gleiehphas i keit Sch' IT 
nimmt, so ergibt sich wegen 7 = 1 für einen kurzen Stab (2 < 2. ; 
als Schalldruck = a Pe Nr Tin: a 
— e' 1,7 0,19 wr, 3 e - x [ Pe ER ” u 3# 
et a 


| Absolute Schalldruckmessungen von Hiebtönen sind von Holle [9] durchgeführt. Hi 
läßt zwei Stäbe in einem Rundlaut umlaufen. Da jeter Stab sich im Nachlaufgebiet seines \ 
" gängers befindet, ist die Anströmung stark turbulent. Ho 11e findet je nach Versuchsbedingung 
eine Zunahme des Schalldruckes mit der dritten bis fünften Potenz der Geschwindigkeit. De —_ 
Absolutwerte des gemessenen Schalldruckes liegen um gut eine Zehnerpotenz unter den nach Be: 
‚Gl. (26) berechneten. Die Abweichungen können ohne weiteres durch die mangelhaften Anström- 
verhältnisse erklärt werden. Eine neue Vermessung der Hiebtöne’bei möglichst turbulenzarmer u 
Anströmung wäre sehr zu begrüßen. Ye Re TE oe FR 
Eine Verallgemeinerung des obigen Rechenweges auf Streben nicht kreisförmigen Quer- 5 ni 
schnittes ist ohne grundsätzliche Schwierigkeiten möglich. TE 
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"Über die Gleitkurvennetze der ebenen | 
plastischen Spannungsverteilungen bei beliebigem Fließgesetz 


Von Robert Sauer in München 


> ae Die Gleitkurvennetze der ebenen plastischen Spannungsverteilungen werden mit Hilfe der Charakte- 
Re: ristikenmeihode für ein beliebiges Fließgeseiz o, = f(o;,, r) ermittelt. Dabei ergeben sich analoge Bezie- 
we: hungen wie beiden M ac h -Neizen der ebenen wirbelfreien Überschallströmungen. Einige spezielle plastische 

N Spannungsverteilungen, insbesondere die Spannungsverteilungen bei konstanter maximaler Schubspannung, 
S werden eingehender besprochen. ? 


x The slide-curve mets of plane plastic distributions of siresses are found out for an arbitrary law of flow 
Ri oy=f(or,t) byaidofihe method of characteristics. T’here follow relations analogous to that ofthe Mach 
n nets of Ihe plane supersonic irrotational flow. Some special plastic distribulions of stresses, particularly 
er ihose of constant maximal shearing sirain, are discussed in detail. 


On trouve les r&seaux de courbes de glissement pour une distribution plane plastique de tension dans le 
BI cas d’une loi plastique quelconque A l’aide de la methode des charact£ristiques. Ensuite des relations sont _ 
\ donnees qui sont analogues A celles des röseaux de Mach des &coulemenis supersoniques irrciationales. 


Quelques distributions planes plastiques parliculidres de tension sont discutdes en dötail, par ex. celles d’une 
tension conslanle maxima de cisaillement. 


Cerku AuHmml CKONBIKEHNA INIOCKOTO. TNIACTHYECKOTO Pacnpenerenns HANPSBKEHHÄ 
ONpeNeNAMOTCH TIPH TOMOLIH METONA XAPAKTEPHCTHK MIA IMDOTO YCHOBAHA TLNIALCTHYHOCTH 
oy=f(02,r). Ilpm 9T0M nonyyamıca Tarme-ke COOTHOMEHHA, KAK I B cıyyae cerok Maxa 
AA INIOCKOTO HEBHXPEBOTO CBEPX3BYKOBOTO TOTORa. Boree NMONPO6HO PAcCMATPuBAmTeH 
HEKOTOPBI® CHEILHAIBHBIE CHYYAN PACHPENEHEHHA HAIPSEKCHHÄ, B OCODeHHOCTH pacnpepenenne 
HaNpAKeHnÄ IIPM IIOCTOAHHOM MAKCHMANIBHOM KACATEJIBHOM HAIPSKCHHH. 


$1. Einleitung 


Herr H. Neuber!) hat vor einiger Zeit eine sehr einfache Konstruktion der Gleitkurven- 


netze der ebenen plastischen Spannungsverteilungen für ein beliebiges isotropes oder anisotropes 
Fließgesetz angegeben. 


!)H. Neuber:’Z. angew. Math. Mech. 28 (1948), S. 253—257. 


struktion des Herrn .Neuber gleichwertige Konstruktion mitgeteilt. Sie beruht auf der Zu- 


- reziprok aufeinander bezogen sind, und ergibt sich unmittelbar aus der Charakteristikentheorie r 


_ Beziehungen zurück. 


ArEıy N 
. ol 
v Ir Die 
ER # 


ur Streu 


f In der Vor Arbeit u in 192 dieselbe Auleabe Pebancen ae eine mit der Kon- 
ordnung paralleler Kurvennetze, die nach Art der Lage- und Kraftpläne der graphischen Statik 


der partiellen Ditferentialgleichungen zweiter SAUNERE, die hinsichtlich der zweiten engen ”r 
‚linear homogen sind. | Ye 
_  In$3 wird auf die analogen Beziehungen bei den Mach- Netzen der ebenen wirbelfreien N 
Überschallströmungen ?) hingewiesen. ee. 
Schließlich. werden in $4 einige Spezialfälle näher entwickelt ve zwar insbesondere dr 
Spezialfall des Fließgesetzes bei konstanter maximaler Schubspannung. Dabei kommt: man & 
auf verschiedene früher von H.Hencky?3),L.Pran d t1%) und R.v.Mises ) Bendee ‘= 


2 $2. oilkirrenne ae der denaR Spannungsverteilungen | | i Br 
Wir gehen aus von den Gleichgewichtsbedingungen ; "+ 
ORTEN EEE I Be 
Feen De: EaRau I NEBEN a EEE (1) Sa 
für die Normalspannungen O2, 0, und die Schubspannung rin einem rechtwinkligen Parscheil a 
Koordinatensystem und fügen als dritte Gleichung ein beliebiges Fließgesetz_ Ne EL; 
lH U se ee EN! 2: 
hinzu. “ 
Nach Gleichung (1,) führen wir ein Spannungspotential p(z, DE ein durch “ 
0 j * 
0,= = ı-—— TE RUE Ba AR (3). ER 
Es genügt auf Grund des Fließgesetzes, Gl. (2), der Potentialgleichung Be Rs 
a u a aM (4) ee 
| Dei do,oypt dr DER EEE ; . 
Da diese in den zweiten Ableitungen homogen linear ist, transformieren wir sie nach Be 
Legendre N 
LEEREN FH a 2 HY—-TE— 9, Ba: 
0% oy | le Be 
od 968 RD. 0 ; 
du ar IT 00, | 7 
Wir erhalten dann für ®(o,, r) die transformierte Potentialgleichung 
FO IH ED, 9:8 (6) 
BERN EN NER : 
oe of of N s N, 
deren LE und Sn auf Grund des Fließgesetzes bekannte Funktionen der beiden 


unabhängigen Veränderlichen o„ und r sind; Gl. (6) ist also nicht nur linear homogen in den 
zweiten Ableitungen, sondern ist schlechthin linear. 
Die beiden een 1,2 einer homogenen Differentialgleichung 


2a kn 7 2 
ne ton U (ae <.b2) 


=, ne genügen bekanntlich ®) der Richtungsgleichung 


dy 
Erz Ser also 5). = 49). 


Für v= &e EN > hat man die Verträglichkeitsbedingung 


0% 
E), Erz, (6 Ar Ve — ac) = (kr ie 


(a, b, c= Funktionen von &, y und 


2) Vgl. z.B. R. Sauer: Gasdynamik. a > 18. 

s H. Hi encky: Z. angew. Math. Mech. 3 (1923), — 

R L. Pr dl): 2. “N Math. Mech. 1 (1921), S. 15—20 und 3 (1923), S. 401—406. 
6) R. v. Mises: Z. angew. Math. Mech. 5 (1925), S. 147—149. 


®) Bezüglich der Charakteristikentheorie Gr z.B. R. Courant und D. Hilbert: Methoden der 
mathematischen Physik, Bd. II. Berlin (1937), S. 290—337. 
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Bei Anwendung auf die Potentialgl. (4) kommt die Richtungsgleichung® | 
of of m. 
2 — ne = 0 2m dee ee N 
dy® I er dydı (7) 
und mit Rücksicht auf u=—r, v=o, die Verträglichkeitsbedingung 


Hieraus ergibt sich für die beiden entsprechenden Charakteristikenscharen der Gl. (6) die von 
Neubert) angegebene Gleichung 
iv Lan L an,a=ardndy=0.......: 0). 
© 

Die Charakteristiken sind die Gleitkurven des vorliegenden plastischen Spannungsfeldes. 
Die Gin. (7) bis (9) führen daher zu folgenden Eigenschaften ünd zu folgender Näherungs- 
konstruktion der Gleitkurven: 

a) Durch die vorliegende Verteilung der plastischen Spannungen 0, = 0,(2, y), T= T(f, Y) 
wird die ©y-Ebene punktweise auf die o,, r-Ebene abgebildet (vgl. Bild 1). Wir setzen diese 
Abbildung als umkehrbar eindeutig voraus. Dann entspricht einem flächenhaften z, y-Bereich 
ein flächenhafter o,, 7-Bereich. p 

0 


Da die Koeffizienten 2 und = bekannte Funktionen von o, und r sind, ist Gl. (9) eine 
gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung für r= r(o,). Infolgedessen sind die o,, T- 
Charakteristiken durch das Fließgesetz von vornherein gegeben und hängen nicht von den 
Randbedingungen der vorliegenden Aufgabe ab. Die ihnen entsprechenden, der Gl. (7) genügen- 
den Gleitkurven dagegen ändern sich mit den jeweils vorliegenden Randbedingungen. 

b) Gemäß Gin. (8) sind die Netze der Gleitkurven der z, y-Ebene und der ihnen ent- 
sprechenden o,, r-Charäkteristiken einander parallel-reziprok zugeordnet; d.h. die „Längs- 
tangenten‘“ einer Kurve des einen Netzes sind parallel zu den ‚, Quertangenten‘“ der entsprechen- 
den Kurve des anderen Netzes und umgekehrt (Bild 1). 

Auf Grund dieser parallel-reziproken Zuordnung kann man zu dem von vornherein ge- 
gebenen Charakteristikennetz der o,, r-Ebene im Anschluß an die jeweils vorliegenden Rand- 
bedingungen ein Gleitkurven- 
Vierecksnetz der z, y-Ebene 
nach Art der graphischen Sta- 
tik konstruieren. Das Charak- 
teristikennetz der o,, t-Ebene 
erscheint hierbei als vorgege- 
bener Lageplan, das gesuchte 
Gleitkurvennetz als zugehöriger 
Kräfteplan. Hiermit ist eine 
allgemeine Konstruktion für die 
Gleitkurvennetze plastischer 
Spannungsverteilungen gefun- 

Bild 1. Parallel-reziproke Zuordnung der Charakteristikennetze den, welche durch Verengerung 

der Vierecksmaschen beliebig 

verfeinert werden kann. Sie geht in die Konstruktion von Neuber!) über, wenn man als 
unabhängige Veränderliche 0, —o, und 2 an Stelle von o„ und r benutzt. 

c) Wegen der Linearität der Potentialgleichung (6) ergibt sich aus irgend zwei Lösungen 
Ö, (0, 7) und ®, (o,, r) durch Linearverbindung eine neue Lösung 9, (0, )=&a9, (o„ 7) 
+ß®,(o,, tr). Mit Rücksicht auf die beiden letzten Gleichungen (5) folgt dann 


= +ßi: Saat by -» - sun (10). 
Hiernach kann man aus zwei vorgegebenen Spannungsfeldern ein neues Spannungsfeld dadurch 
herleiten, daß man die Verbindungsstrecken entsprechender Punkte &,|yı und x,|y; in einem 
festen Verhältnis innen oder außen teilt und dem Teilpunkt ©3|Ys jeweils denselben Spannungs- 


zustand 0%, O9, 7 zuweist wie den Punkten z,|y, und &,|ys. Dieses Superpositionsgesetz findet 
sich bereits bei R. v. Mises®). 


$3. Analoge Beziehungen bei den Mach-Netzen der wirbelfreien Überschallströmungen 


Die Theorie der Gleitkurvennetze der ebenen Verteilungen plastischer Spannungen ist 
bekanntlich analog zur Theorie der Mach- Netze der wirbelfreien Überschallströmungen ?). 


?) Bezüglich der Theorie der Überschallströmungen vgl. Fußnote 2. 


kurvennetzes und des 02, t-Charakteristikennetzes hat man bei den ebenen Überschallfeldern 


_ eine orthogonal-reziproke Zuordnung der Mach - Netze und ihres Hodographenbildes; durch 
‚Drehung des Hodographenbildes kann man natürlich auch hier. eine parallel-reziproke Zuordnung 


herstellen. 


Die Konstruktion der ebenen Gleirkhitvenretze näch $2 ist im wesentlichen identisch mit 
der Prandtl-Busemannschen Konstruktion der ebenen Überschallströmungen. 


"Das in $2 erwähnte Superpositionsgesetz der ebenen Gleitkurvennetze entspricht der be- 
unten Linearverbindung ?) der ebenen Überschallströmungen. 


$ 4. Spezielle ebene Spannungsverteilungen 
a) Orthogonale Gleitkurvennetze. 


Die Gleitkurvennetze bestehen ebenso wie die ihnen entsprechenden o,, 1-Charaklerepeen: 


+ 2° 
'netze aus zwei orthogonalen Kurvenscharen, wenn in Gl. (7) bzw. (9) 1 ist. Siesind 


also durch das Fließgesetz ' 
000, En N Tee ans a (11) 
a ldet (g a — willkürliche Funktion der Schubspannung 7). Gl. (9) liefert dann 


(I), ‚32 +ye+(@)] ANREDE RA a) 


Die o,, r-Charakteristiken schneiden die Parallelen = const unter festem Winkel und sind 
daher kongruent und parallel (vgl. Bild 3). 


Wir benützen nun zur Festlegung des Spannungszustandes statt o, und r den Winkel ß 
der Gleitkurven gegen die x-Achse (= Winkel der o,, r-Charakteristiken gegen die o,-Achse) 


L 1 r 
und den invarianten Spannungsmittelwert a; (+0). Dann ist 


dr dt 
er =tgP, (2) -a0+2 Pl 1 
folglich nach GI. (12) 


1d el 
5 = —etg2 SIE... (13), 
und ferner unter Berücksichtigung von Gl. (11) 
1 1 
s=0—z9)=0o— BP), y-otzım=ort BIN TER ARERE (14). 


Durch Einsetzen in Gl. (9) kommt 
dB\ /(dr ] 

a | ee m 

ee ee) = ee “3 


und durch Integration 


A=0+%S(ß)=const, | 
p=0— (Pf) = const } a) 


mit [ 4,7 
Ss (B)= ye@ Bar [5 ;) daß. 16); Bild 2. Gleitkurven-Viereck 


Kennzeichnet man also die ne statt durch o und ß durch die charakteristischen 
Parameter A und ı, so ist A = const längs der Gleitkurven der einen Schar und u = const längs 
der Gleitkurven der anderen Schar. 

In einem Gleitkurvenviereck ABCD (Bild 2) ergeben sich nach Gl. (15) für die Spannungs- 
mittelwerte in den Ecken 204 =4, + 4» 208 =, + u, 200 =A; +41, 209 =As; + Kr 
Hieraus folgt die allgemeine Beziehung | 

Dane ddr yuen=-n- ng . ru (17), 
die von Hencky) im spezielleren Fall des Fließgesetzes mit konstanter maximaler Schub- 
spannung gefunden wurde. 


Bezüglich der i in 182 en Beziehungen an Konstruktionen drückt sich Bier Analogie RE 
in folgenden Aussagen aus: ” 

Das o,, -Charakteristikennetz der ebenen Skeralde entspricht dem Hodographen- 32 

bildder Mach - Linien der ebenen Überschallfelder, alsoim Falleidealer GasedemPrandtl- 

Busemannschen Epizykloidennetz. Statt der parallel-reziproken Zuordnung des Gleit- 


[u 
oo 


2yie 


= —kcos2ß, 
0,—=0+ ksin2ß, 


Gl. (17) die weitere analoge Gleichung 


- 


Th 


Bild3. o, ?-Charakteristiken bei konstanter maximaler Schubspannung 


Durch Rücktransformation von o, ß auf o,, r nach Gl. (21) erhält man als Gleichungen 
der o,, r-Charakteristiken 


AN= 0.4 VRR + karccos (r/k) = const SR Fee Fr 
Die Charakteristiken verlaufen im Parallelstreifen k>2r 2—k und haben jeweils die eine 
Randlinie als Tangente und die andere Randlinie als Orthogonaltrajektorie (Bild 3). An der 
berührenden Randlinie setzen 
sich die Charakteristiken auf 
einem zweiten Blatt des Parallel- 
streifens (— in Bild 3 nicht ge- 


c) Tschebytscheff- 
sche Gleitkurvennetze. 


Beim Fließgesetz 
%.0y—rT+ Ao,+ Bo, (25) 
‚+C7+D=0 
Bild 4. Geradennetz und parallel-reziprokes Tschebytscheff-Netz (4, 3,0,D2= const) sind die 


Oz, t-Charakteristiken geradlinig 
und umhüllen eine Ellipse. Sie lassen sich daher darstellen durch Gleichungen 


0,cosA+rsinA=1(A), o,cosu+rsinu=m(u).... 2... (26), 


in denen die Funktionen 1(A) und m (4) durch die Hüllellipse bestimmt sind. Wegen der paral- 
lel-reziproken Zuordnung bilden die Gleitkurven ein Tscheb ytscheff- Netz, d.h. sie 


®) Vgl. z.B. A. Nadaji: Plastizität und Erddruck. Handbuch Physik, Bd. VI, 8. 472 ff. 


Ba—Bn=ßo—Bo oder PBa—Bo=he—he - - - ; ae ENEOR n iS 
Man beachte, daß für das allgemeine Fließgesetz (11) nur die Beziehung (17), nicht aber die ac 
Beziehung (23) gilt. 


zeichnet —) spiegelbildlich fort. _ 


\ 


aa 5 dl un N au ı la, = u ih 
A ' Kar - 


33 Br Da Er BT i 
' sind kongruent und gehen durch Parallelverschiebung jewe 
Schar auseinander hervor. Die von Gleitkurven begrenzten Vierecke sind also (krummlinige) 


WET zZ 


Parallelogramme (Bild 4). 


Auf Grund der parallel-reziproken Zuordnung kann man in diesem Fall die Gleitkurven- | 


netze allgemein durch geschlossene Ausdrücke angeben, nämlich 


= — [[L(ü)sinAdi+ M (u) sinudu], y=+ [[L(A)cosAdA+ M(u)cosude]) . 2 (27); 


denn mit A= const bzw. u = const kommt dann 


eg 
@ er dozla’ 


dıy EX h IR % 
==). 


Die Funktionen ZL(A) und M (u) sind willkürlich und müssen aus den jeweiligen Randbedingungen 


bestimmt werden. 


Zum Fließgesetz (25) kommt man bei dem Ansatz von Prandt 18) 


04-0 


0,+0, 


ESS 616g 5) 
(01, 03= Hauptspannungen), wenn man c, = 1 setzt. Dann erhält man nämlich unter Berück- 


sichtigung von 


die Beziehung 


‚Htrn=-%+0,, (1 —0,)= (0, — 0, +47 


50%, —- R—ı(, +0) +d=0, 
also das Fließgesetz (25) mit A=B=—.c, (C=0, D=«. 


Eingegangen am 24. Januar 49. 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Die Schwingungsdauer eines umlaufenden 


Pendels ais Analogon zum Potential eines 
Kreises. 
1. Einleitung : 

Für das elektrostatische Potential eines geladenen 
Kreises wurden vom Verfasser zwei Darstellungen ge- 
geben), die den Wert des Potentialsineinem Aufpunkt 
in Vergleich setzen einerseits zu dem Wert, den’es hätte, 
wenn die.gesamte Ladung sich in dem dem Aufpunkt 
nächst gelegenen Punkt’des Kreises befände, und an- 
dererseits zu seinemWertin dem dem Aufpunkt fernsten 
Punkt des Kreises. Hierbei treten vollständige ellip- 
tische Integrale als Faktoren auf. 

Wenn man die Periode eines umlaufenden Kreis- 
pendels durch eine Geschwindigkeit, z. B. die Winkel- 
geschwindigkeit im tiefsten Punkt einerseits ausdrückt, 
was an sich bekannt ist?) 3) *), andererseits durch die 
Geschwindigkeit im höchsten Punkt, und in Vergleich 
setzt zur Umlaufdauer, die sich ergäbe, wenn das Pendel 
mit konstanter Geschwindigkeit gleich der im tiefsten 
bzw. im höchsten Punkt umliefe, ergibt sich dieser Ver- 
gleich ebenfalls durch vollständige elliptische Integrale 
als Faktoren, die analog gebaut sind wie jene Faktoren 
beim Potential des Kreisringes. 

Daß überhaupt in beiden Fällen für dieselbe physika- 
lische Größe (Potential bzw. Umlaufzeit) je zwei ver- 
schiedene Darstellungen durch elliptische Integrale 
möglich sind, beruht auf der zwischen vollständigen 
elliptischen Integralen erster Gattung mit reellem und 
mit rein imaginärem Modul bestehenden Funktional- 
gleichung. Die Analogie des Aufbaues der beiden 
Formelpaare geht aber über den reinen Inhalt dieser 
Funktionalgleichung hinaus. 

Diese kleine Bemerkung wurde bereits vor einigen 
Jahren interessierten Fachgenossen mitgeteilt. 


1) ©. Emersleben, Das elektrostatische Feld in Röhren mit 
Ringgitter. Jahrbuch der drahtlosen Telegr., Zs. für Hochfrequenz- 
technik 26 (1925), 8. 61--73, $2, z. B.. Formeln (7) und (8). 

2») H.Lorenz, Technische Mechanik starrer Systeme. München 
1902, 8.88, Formeln (4b) und (4e). 

8) Vgl. auch R.H.Weber und R.Gans, Repertorium der 
Physik. I, 1, Leipzig 1915, 8.99, Formel (17).mit (14). j 

4) BeiC.L. Schaefer, Einführung in die theoretische Physik. 
I, Leipzig 1914, 8.157, Formel (164) ist jedoch bei der Umlauf- 
zeit 7’ der Faktor 1/2 zu streichen, 


„des Pendelausschlags gegenüber irgend einer 


Im folgenden kommen einige bekannte Gleichungen 
vor, da dem Verfasser keine Literatur bekannt ist, an 
die er für die weitere Entwicklung unmittelbar an- 
knüpfen könnte. \ 


2. Die Bewegung des mathematischen 
Pendels 


Sei g die Schwerebeschleunigung, ! die Pendellän 
eines mathematischen Pendels und 9 die Amplitude 
ullage, 
so ergibt sich aus der Differentialgleichung der Pendel- 


bewegung 2 x 
p+gsng=0....... (1) 


in bekannter ‚Weise das Energieintegral mit der Inte- 
grationskonstanten C: 

TE 
er zesp=C Nat (2). 


Sei w, die Winkelgeschwindigkeit im tiefsten Punkt der 
Pendellage, in der jetzt = 0 sei, so ergibt sich aus (2) 
fürpg=0: 
qg A 

EUER re (3a), 
also aus (2) und (3a) 
»_9JI ne 
=, —2 1 (1—cosp) =w3 —47 sin? (4a). 


Mit 


ed 
nr SL en FR (6a) 
@; iD 
Vı-srg 


v 
g/2 
d 
“ = an ea terkle (6b) 
®) YV1—kisin?y 
v 


ils längs der Kurven der anderen 


wo F das elliptische Integral erster Gattung in der 
ee mit dem Modul k, und der 
Amplitude 9/2 bedeutet. \ 
3. Das schwingende mathematische Pendel 


Wenn j 
Pe PR 0.) 


a<2y4 LAT » (76), 


wächst der Integrand von (6b) für 
1 


also wegen (5a) 


siny= BIRIE AND (8a) 
über alle Grenzen. Für größere Werte von y würde der 
Radikand negativ werden. 
NR ES 
sin De DR Re). 


entspricht wegen (5a) und. (4a) dem Umkehrpunkt 
9 = 0 der Schwingung, wo 9, die Maximalamplitude 
des Pendels bedeutet. Daher hat die Periode der Pendel- 
bewegung, das Vierfache der Zeit vom tiefsten Punkt 
zum Umkehrpunkt, die Dauer 


8 eh 9 
a A Kup 0. BURTE- ee 


Dies elliptische Integral läßt sich in ein vollständiges 
transformieren: Die Substitution 


BSD LEN Ye Rasa ya (10a) 


im Integranden von (6b) führt auf die bekannte Funk- 
tionalgleichung 


ker R(Z saresin(esiny)) “.(10), 


aus der sich auf der rechten Seite ein vollständiges 
elliptisches Integral ergibt für: 


1 1 
k-F (#aresinz) =F (Gare sin ı) 


gen 


Hiermit erhält man aus (9) 


sı 1 
P-mEle) BR RNIENE 


4 VE: x(ayE) ESSEN, 


die übliche?) Form der (exakten) Gleichung für die 
Schwingungsdauer der Pendelbewegung, wenn man 
in (11a) für den Modul den Wert aus (8b) einsetzt. 


(10b). 


wegen (58) 


4. Die aperiodische Pendelbewegung 


Der Grenzfall der Entartung der Pendelschwingung 
zu einer aperiodischen Bewegung mit 


Em a re (12a) 
au Stelle von (7a) führt wegen (6e) fürrpg=n zu 
ara 
a v 
SE rn 
0 
n  9\°) 
= int +4) (13a). 
5) Vgl. z.B. Weber- Gansa.a.0. °) 8.98 (11). 


®e) Vgl.P.Appell, Trait&de M£canique Rationelle. I,5. Aufl, 
Paris 1926, 8.452. 


“a Fle?) nt KR ap: * (66), 


ar 


ert 
Wegen 


er eg 
np ke 2 


5. Das umlaufende mathematische Pendel 
Wenn jedoch 


d.h. 


TE RER NER 7 


>24 ee? ® 


Integral (6b) für jeden belie reellen 


* 


um 
Igemeinheit sei >0). Die P 
ist in diesem Fall die Umlaufzeit, in der 9 sich um 2 
vermehrt hat. Daher ist: 
2 ® 
wo die Anzahl der vollen Umläufe 
n-|5% ar Er (15b) 


— die eckige Klammer bedeutet: Die größte ganze 
Zahl < dem Wertin der Klammer — und die Umlaufzeit 


wegen (5a) 


Man beachte den Unterschied zwischen (15) und (11a, b) 
nicht nur im Faktor 2 sondern im Auftreten rezii 
Werte des Moduls und eines zusätzlichen Faktors bei 
der Schwingungsdauer. 

In diesem Fall der Bedingung (14a,b) habe die 
Winkelgeschwindigkeit im höchsten Bahnpunkt den 
Wert &,>0. Dann ergibt sich aus (2) fürrg=n 


©; 
0=-04=-5+7 
also aus (2) und (3b) 


a 


= o!-+2 T (l+cosp)=o}+ 17 cost 5 (4b). 
Mit 


ergibt sich für das Zeitintegral (= 0 fürpg=n): 


n!2 


LE REN 1 Bm Ich 
“ao ae 
p/2 


N 7 0) 
3:"% F (; ki, 7-3) s wur t10oje 


Somit erhält man für die Umlaufzeit (das Doppelte der 
Zeit vn g=0 bis r) 


T=-  Küih)un. vn (17e), 
wegen (5b) 


Ar); Wr 


2 


ve 


A Tür alcsälbe Umlaufzeit T erhält man daher zwei 


verschiedene Darstellungen (15) und (17): - 


r-ix(ı2 ER -ix(2 ya) ET), 
009 ori). on \orl 


die äußerlich gleich gebaut sind in den Winkel- 
geschwindigkeiten o, bzw. &, im höchsten bzw. tiefsten 
Bahnpunkt mit dem einzigen weiteren Unterschiede, 
daß der Modul des vollständigen elliptischen Integrals 


im ersten Fall rein imaginär, im zweiten Fall reell ist. 


Bekanntlich (Integraldarstellung!) ist X (k) sowohl 
für reellen Modul vom Betrag kleiner als 1 als auch für 
rein imaginären Modul eine reelle Funktion von k mit 


ER 5 EHE 
K(0)= > dieinO< k< 1 mitwachsendem k monoton 


über alle Grenzen wächst, für rein imaginäres k mit 
wachsendem |k| von - monoton gegen 0 fällt; vgl. 
auch für |k| <1 die Potenzreihe 


2 . Near 1.3\? 
Era Yerlie 


1-3-5\° as). 
+6.) Page 


Da stets ; 
MEET Un (19) 
und wegen (2) mit 9=0 und go=n: 
w?-+ 2 =0—2 . 
ist 
o? =3—47 EEE . (20). 


Die Umlaufzeit, die bei konstanter Winkelgeschwindig- 
3 E 
keito T = _ wäre, muß also kleiner sein, als wenn 


das Pendel konstant mit der kleinsten Winkelgeschwin- 
digkeit &, umliefe, gemäß (17) um den Faktor 


2r(s2 Ya)cı 
7 of 


Die Umlaufzeit muß jedoch größer sein,.als wenn das 
Pendel konstant mit der größten Winkelgeschwindig- 
keit w, umliefe, gemäß (15) um den Faktor 


ara] 
7 @Y 3 


Während im Gleichungspaar (T) die Umlaufzeit 
durch die kleinste bzw. größte Winkelgeschwindigkeit 
und außerdem durch die Größe Yg:l = w, dargestellt 
wird, kann man mit Hilfe von (20) die Umlaufzeit 
durch die beiden Winkelgeschwindigkeiten allein aus- 
drücken: ; 


ET E“ 


?) Daim Grenzfall gegen 0 strebender Amplitude des schwingen- 
den Pendels die Schwingungsdauer 


RE A2IR): 


. (21a). 


2 
T,=2 ja 
x -) 9 
ist, ist in diesem Fall I 
7 = a = 0 
ar FE a 


gleich dem Grenzwert der Kreisfrequenz des schwingenden Pendels: 
also 

or +4 og = wo, 
wo ®, eine Konstruktionskonstante des Pendels ist, w, und o, 
dagegen Betriebsdaten sind. 


6. Das elektrostatische: Potential eines 
geladenen Kreises 


Kreislinie zu. Das folgende Beispiel bezieht sich auf das 
elektrostatische Potential; für das Gravitationspoten- 
tial gelten dieselben Rechnungen. 

Eine Gesamtladung E sei gleichmäßig auf einer Kreis- 


linie vom Radius > 0 verteilt. In einem Aufpunkt, 
‚der von der Ebene des Kreiseseinen Abstand >0Ohabe 
und dessen Projektion auf die Kreisebene sich im 

Abstand r vom Mittelpunkt des Kreises befinde, sei # - 


das Potential dieses geladenen Kreises. 

Sei 0, der Abstand des Aufpunkts zum nächst- 
gelegenen Punkt des Kreises, o, der Abstand des Auf- 
punkts zum fernsten Punkt des Kreises. (Bipolarko- 
ordinaten in einer Ebene, die durch den Aufpunkt ver- 
läuft und auf der Kreisebene senkrecht steht.) 

Selbstverständlich iste, < g, mit Gleichheitszeichen 


für r=0. Für dies Potential habe ich früher zwei 


verschiedene Darstellungen erhalten!): 
„2.2 2a) 
er Br 


Wegen : 
d=o2—Arh ..... '. (22) 


schreibt man statt dessen 
en erh (u). 
9%, 7% @ı % 7 23 
Diese beiden Darstellungen des Potentials sind äußer- 


lich gleich gebaut in den Abständen 0, bzw. 0, zum . 


nächsten bzw. fernsten Punkt des geladenen Kreises, 
mit dem einzigen weiteren Unterschied, daß der Modul 


des vollständigen elliptischen Integrals im ersten Fall ' 


rein imaginär, im zweiten reell ist. 


Wenn die Gesamtladung Z sich im Abstand g be- 


E 
fände, wäre das Newtonsche Potentialu = —. Es sei 


01<.0,. Das Potential muß kleiner sein, als wenn sich 
die Gesamtladung im nächstgelegenen Kreispunkt, also 
im Abstand o,, befände, gemäß der ersten Gleichung des 
Gleichungspaares (u) um den Faktor 


IR. were ai NAH: 


Das Potential muß größer sein, als wenn sich die 
Gesamtladung im fernsten Kreispunkt, also im Ab- 
stand e,, befände, gemäß der zweiten Gleichung des 
Gleichungspaares (u) um den Faktor 


7. Vergleich der Pendelumlaufzeit und des 
Kreispotentials 


Man sieht, daß die Formelpaare (w) und (0) sowie (7') 
und (u) gleichartig aufgebaut sind, obgleich ihre Her- 
kunft auch in analytischer Hinsicht völlig verschieden 
voneinander ist. Dabei entsprechen die kleinste bzw. 
größte Entfernung der kleinsten bzw. größten Winkel- 
geschwindigkeit &,, ®;, das geometrische Mittel aus 
Kreisradius % und Aufpunktabstand r dem Kreisfre- 
quenzgrenzwert @y. 

Daß jede dieser Größen, T sowohl wie «, gleichzeitig 
durch zwei Gleichungen darstellbar ist — durch voll- 
ständige elliptische Integrale erster Art einmal reellen, 
das andere Malrein imaginären Moduls, beruht auf der 
bekannten, aus der Integraldarstellung folgenden Funk- 
tionalgleichung zwischen diesen elliptischen Integralen 


BU N. 
; & 
yı—ı2 \yı—k: 


K(k) = 


Wir wenden uns nunmehr kurz dem Potential einer ’ 


+ ’ 
RER 


” 


D Sr 


= pr 

Ye 
PEN, sn 
RR N ER 


un. 


oder . $ ’ BR 
Kun I) 
y+® \ırk 


einerseits und dem Bestehen analoger linearer Bezie- . 
hungen (20) zwischen »? und @} sowie (22) zwischen 0} 


und 3 andererseits. } 

Über diese notwendigen Bedingungen für das Be- 
stehen der beiden einzelnen Gleichungspaare (T) und (u) 
geht die Analogie im Aufbau der Gleichungspaare jedoch 
wesentlich hinaus, wie man aus ihrem Auf bo unmittel- 
bar erkennt. 


8. Mögliche Anwendungen 


Man kann die Formelpaare je für sich in mannig- 
faltiger Weise anwenden: Formelpaare (T) und (w) 


z.B. bei Berechnung der durch die Schwerkraft hervor- 


rufenen Ungleichförmigkeit des Umlaufs rotierender 
hinenteile, deren Massenverteilung nicht rotations- 
trisch ist. Gewisse Anwendungen der Formel- 
aare (u) und (e) sind bereits früher benutzt worden?). 
Sie kommen in Betracht bei Untersuchung kreisför- 
miger elektrischer Leiter (z. B. kreisf gebogenen 
Drahtes, des Feldes in Verstärkerröhren, Braunschen 
Röhren, bei elektrostatischen Hochspannungsfeldern 
u.dgl.) sowie bei Nichtleitern (z. B. Isolatorenanord- 
nungen). Aus derartigen geometrischen Grundformen 
lassen sich auch die Grundlagen für das Feld anderer 
technisch vorkommender Körper zusammensetzen, 
anz besonders in dem häufigen Fall, daß solche Körper 
re ee aufweisen. f 

Das Anziehungspotential kreis-(ring-)förmiger Massen 
kann z.B. in der Astronomie unmittelbar angewendet 
werden, kann jedoch bei anderen Anwendungen in bezug 
auf rotationssymmetrische Massen, die keine Kugel- 
symmetrie aufweisen, ebenfalls zu Hilfe genommen 
werden — z. B. auch bei geophysikalischen Problemen. 
. Daneben erlaubt jedoch die eg Analogie 
zwischen den Formelpaaren interessante Anwendungen: 
Indem man etwa die Umdrehungszeit eines Pendels 
oder eines mit Pendelwirkung bewegten Maschinenteils 
durch eine analoge elektrische Anordnung oder um- 
gekehrt mißt. 

Insbesondere wird man dabei die Vergleiche durch- 
führen bei übereinstimmendem Verhältnis 

01:0, = 01:03 een 2A 
Man beachte hierbei: Der geometrische Ort aller Punkte 
im Raum mit gleichem Verhältnis g,: 0, des nächsten 
zum fernsten Punkt eines Kreises ist der zu diesem 
Kreise gehörige ‚‚Apollonische Ring‘‘?). 

Die Analogie zwischen umlaufendem Pendel und 
Kreispotential läßt sich daher auch zu sehr anschau- 
lichen Darstellungen auswerten. 

Berlin-Zehlendorf, 

®, Emersleben,a.a.0.!), insbesondere $$3—5. 


°, Emersleben,a.a.0.!) 8,63, insbesondere Fig. 3 und 
Text darunter. 


O. Emersleben. 


Zur Kritik der Meßmethodik. 


An zwei Beispielen aus der physikalischen Optik 
möchte ich zeigen, wie man Meßmethoden auf Grund 
der Betrachtung ihrer möglichen Fehler zu beurteilen, 
wie man im besonderen, wenn eine physikalische Größe 
direkt oder indirekt nach mehreren Methoden gemessen 
oder innerhalb eines einzigen Verfahrens auf verschie- 
dene Art beobachtet werden kann, die beste, d.i. ge- 
naueste dieser Methoden bzw. Beobachtungsweisen 
aufzufinden vermag. 

I. Es sollen die Arbeitsgenauigkeiten von Methoden 
zur Bestimmung des Brechungsverhältnisses von Pris- 
men derselben Glassorte am Spektrometer ermittelt 
werden 

a) nach dem Verfahren der minimalen Ablenkung 

(Fraunhofer), 

b) nach dem Autokollimationsverfahren (Abbe), 

und zwar, wenn nur Fehler des eigentlichen Meßvor- 


‘ va ‚d.h.kei ine ! 8, stem 
ichende E f der b 
kommen. 


RZ ENTE 


& ? 
Frage Die zu bestimmende G 

das Brechungsverhältnis n» = 1,5200000. 
nauigkeit am Spektrometer sei 1”. 


Im Verfahren der minimalen 
Vorgange 
n= ; 2 
sin Tu Ma 


wird praktisch bekanntlich ein brechender Winkel von 
etwa 60° gewählt. Erseiinnerhalb der genannten Meß- 
enauigkeit zu 9 = 60° 0’0° und der. zugehörige Ab- 
Fe sehe demgemäß zu ö = 38°55'42°° gemes- 
sen worden. Die Werte der m = 2 partiellen Genauig- 
keiten, nämlich 


sin — 
2 


—Z- öde 
2- sin? 


:|9n 
ad Aal 


% > 
= 0,666 - 753600 = 0,0000032 

und . 

cost? 

-dö= |——— | -dö 


on 
|dn,|=|> 
jap. 2-sin ® 


a 
180 - 3600 
sind von gleicher Größenordnung und ergeben für die 


Totalgenauigkeit als durchschnittlichen Fehler gemäß 
der Beziehung 


= 0,650 » = 0,0000032, 


a | 
dia=— län]... „u... (1) 
Mi-1 
dna = 2. (0.0000032 + 0,0000032) = 0,0000032 
Entsprechend berechnet sich für das der Beziehung 
_ sina 
sing 
unterworfene Autokollimationsverfahren, bei welchem 
9 = 30° 0’ 0” gemessen sei und unter Z elegung 


des obigen Wertes des Brechungsverhältnisses n 
= 1,5200000 demnach der hier obwaltende Ablen- 
kungswinkel & = 49° 27’ 51” ermittelt wird, die To- 
talgenauigkeit dn, da die partiellen Genauigkeiten 


on C03 & 
lön.|= se a = 55 "da = 0,0000063, 
on n 


von hinreichend gleicher Ordnung sind, gemäß (1) zu 
dm= + * (0,0000063 + 0,0000130) = 0,0000096. 


Der Vergleich von dna mit dny weist die Genauigkeit 
des Verfahrens der minimalen Ablenkung gegenüber 
derjenigen der Methode der Autokollimation im reinen 
Vorgange genommen als dreimal besser aus. 


Vergleicht man die Totalgenauigkeiten dieser beiden 
auf die Anwendung der Differentialrechnung sich 
stützenden Verfahren mit den Ergebnissen der bezüg- 
lichen Methoden der Kombinatorik, so wären im 
Falle der minimalen Ablenkung die drei Werte 


9, = 30° 00,5”, 9, = 30° 0'0”, 9, = 29° 59° 59,5” 
mit ö, = 19° 27’ 51,5, &,= 19° 27’51”, d,=19° 
27’ 50,5’ wie folgt zu variieren: 


ns 


RE R 


B 


Pi 


„= art) _ 1,5900000 =+.0,0000000 
sn 9% 
ee hl 
sın 9 ö 3.3 J 
sın 9 s / 
_sin(p-+ 6) _ ; ) 
Ten RT # . : 
_Sin@+6) _ | 
Tree 1,5200000 re) 
ae ei Ce DT 31 
BIN.Yg 
_ int), ; 
Ban 1,5200063 + 63 
t sin ö 
Fake in = 1520081 + 31 
_ sin(p+ 65) _ 
see rn 1,520000 , + 0 


na = 1,5200000, Ana = 0,0000028 


Eine a ee Durchführung der Variation für 
das Autokollimationsverfahren ergibt 
np = 1,5200000, An» = 0,0000099. 

Die auf beide Weise ausgeführten Berechnungen er- 
geben, wie dna mit Ana und dn» mit Any im Vergleich 
zeigt, eine gute Übereinstimmung. 

I. Für die Ermittlung eines Vergleichs der Genauig- 
keit des Arbeitens in verschiedenen Meßgebieten inner- 
halb derselben Methode diene folgendes Beispiel. 

Erzeugt man an je einer planparallelen, gleich dicken 
Schicht einer Substanz von zu suchendem Brechungs- 
verhältnis n und von bekanntem n’ die Haidingerschen 
Interferenzringe und beobachtet in jedem dieser beiden 
Interferenzsysteme die Radien rm, r, bzw. r7, 1, der 
um m + 1 Ordnungen abstehenden Ringe, so gilt, 
wenn die Schicht der Substanzen hinreichend dick ist, 
d.i. genügend hohe Ordnungen bestehen, und wenn 
die Brennweite des Beobachtungsfernrohres hinrei- 
chend groß gewählt wird, 

r8 —r2 
m 0) 


(4 


e n= nn. 


Es entsteht die Frage, welches Gebiet genauere Meß- 
ergebnisse liefert, ein mehr im Zentrum oder mehr an 
der Peripherie der Systeme gelegenes. 


Die Partialgenauigkeiten sind 


tm dr 
An en 
| ( )m| et ro: Tm 
+2 n 2 ’ 
| (dn)‘ | Ge) i Arm 
m (2 r,2)% Pe ’ 


2n’:r2 dr 
on enge 
I( o) | a— rn, ro ’ 
nr, —n) dr; 
or m 


|(an);| = 


Zur Vereinfachung der Rechnung sei der relative 
Fehler = als vom Radienwert unabhängig angenom- 


men,d.h. $ 
drm _dro_Ürm_drs dr 


Tm To Fi r, T 
Die im folgenden benutzten Ringradien gehören zu 
je einem System, das erzeugt ist im Lichte der grünen 
Quecksilberlinie A = 0,0005461 mm an einer Platte 


EIER A 
Kleine Mitteilungen 


vom Brechungsverhältnis n = 1,6 bzw. m =1 (Luft). 


‚und der gleichen Dicke von etwa 20 mm entsprechend . 


der Interferenzordnungszahl 117200 bzw. 73250. Das 
Beobachtungsfernrohr besitzt eine Objektivbrennweite 
von 400 mm. \ 

In diesen beiden Systemen werden je folgende gleich 
gelegene Gebiete beobachtet: et 

a) zwischen den beiden innersten Ringen, dem 2. und 
1. Ringe; beobachtet wird : an 


tm = 3,739 mm, +, = 2,644 mm, r’, = 2,956 mm, 
f r, = 2,090 mm; 
die Partialgenauigkeiten berechnen sich daraus zu 


(nm On, = 64, (mo (am; = 322; 
b) zwischen den beiden äußeren Ringen, dem 11. und | 
10. Ringe; beobachtet wird ENH Be : 
tm = 8,770 mm, 1, = 8,362 mm, r,, = 6,925 mm, 
N 2: ro = 6,610 mm; 
daraus wird berechnet i 
\ dr „dr R dr - 
(On)m = 37 — , (9n)u,=33 — , (In) =38 —, 
ER | r KERNE: 
(On), 35 n ; 


c) zwischen dem 11. und 1. Ringe; beobachtet wird 
rm = 8,770 mm, ro= 2,644 mm, r,, = 6,925 mm, 
r, = 2,090 mm, ge 
daraus folgt 
dr 


(nm = On —3,5, (On)o= (an =082 7. 


Be - 

In den beiden ersten Fällen, in denen die m=4 
Partialgenauigkeiten von gleicher Größenordnung sind, 
ist (1), im Fall c, in dem unter den m = 4 Partial- 
genauigkeiten k =2 solche von kleinerer Ordnung 
sind, die Beziehung % 

2m—k ER - 
dn = ———— . |9n 

2m (m — k) Zi il 
für die Berechnung der Totalgenauigkeit dn anzuwen- 
den. Man erhält 


dne = 2,0. 
T 


dr dr 
dna = 4,8, dm = Be 

Die Arbeitsgenauigkeit innerhalb derselben Methode 
wächst demnach mit der Zahl der das gewählte Beob- 
achtungsgebiet ausfüllenden Ringe. Sie ist bei Beob- 
achtung von Gebieten gleicher Ringzahl nahe dem Sy- 
stemzentrum am größten und nimmt annähernd pro- 
portional mit:der Zahl der die Verlagerung des Gebietes 
nach außen angebenden Ringe ab. 

Zum Schlusse sei noch ergänzend bemerkt, daß die 
behandelte Frage nach der genauesten Methode von 
mehreren zur Messung derselben Größe anwendbaren 
Verfahren eng mit.der Aufgabe verknüpft ist, das wirt- 
schaftlichste unter ihnen herauszufinden. Die Beur- 
teilung hinsichtlich der Genauigkeit ist dabei neben der 
Beachtung anderer Faktoren von grundsätzlicher Be- 
deutung. 

Zusammenfassung, 

An Beispielen aus der physikalischen Optik wird ge- 
zeigt, wie man Meßmethoden auf ’Grund der Betrach- 
tung ihrer möglichen Fehler zu beurteilen vermag, wie 
man im besonderen für die Bestimmung einer prakti- 
schen Größe, direkt oder indirekt nach mehreren Me- 
thoden gemessen oder innerhalb eines einzigen Verfah- 
rens auf verschiedene Art beobachtet, die beste, d. i. 
genaueste dieser Methoden bzw. Beobachtungsweisen 
auffinden kann. 


Weida. Einsporn. 


Ermittlung der Auflagerdrücke in ebenen, 


äußerlich einfach statisch unbestimmten Fach- 


werken. 


Ein in zwei Knoten unverschieblich gelagertes ebenes 
Fachwerk ist äußerlich statisch unbestimmt. Imfolgen- 


thode Punktes B auf einer durch c gelegten 


statischen Gleichgewichte befindliches Kraftsystem 


I Pr dr = 0 


sein, wobei sich die skalaren Produkte nach M ül ler- 
Breslau als statische Momente der in den entspre- 
chenden Knoten eines ‚‚Joukowsky-Hebels‘‘!) (Plan der 
um #% gedrehten Geschwindigkeiten) angebrachten 
Kräfte um den Geschwindigkeitsnullpunkt deuten 
lassen. Mit Hilfedieser kinematischen Methode wird nun 
die in Richtung der vorgesehenen Führung fallende 
Komponente des Auflagerdruckes bestimmt und nach 

iderung der Führungsrichtung in analoger Weise 
eine zweite Komponente. 


Dieser Umweg über die Komponenten kann vermie- 
den werden, da es möglich ist, die Richtung einer Auf- 
lagerkraft direkt zu ermitteln. 


Der Vorgang läßt sich am besten an einem einfachen 
Dreigelenkbogen erklären (Bild 1). AC und BC seien 
die beiden Teile eines Dreigelenkbogens, die mit den 
Kräften ®, und ®, belastet sind. Um nun die Richtung 


Bild 1a 


des Auflagerdruckesin B zu finden, würde man an Stelle 
des Gelenkes B eine Führung in beliebiger Richtung 
vorsehen und mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Lei- 
stungen die in Richtung dieser Führung fallende Kom- 
ponente des Druckes ® bestimmen. Hätte man zufälli- 
gerweise die Führungsrichtung so getroffen, daß sie a . 
der Wirkungslinie des Auflagerdruckes B senkrecht 
stünde, so würde® bei dieser Verschiebung keine Arbeit 
leisten. Dementsprechend müßte auch die Gesamt- 
arbeit der äußeren Kräfte zu Null werden, d.h. die Re- 
sultierende der äußeren Kräfte ®, und P, muß im Plan 
der gedrehten Geschwindigkeiten durch den Nullpunkt 
des Planes gehen. Auf dieser Überlegung fußt die fol- 
gende einfache Konstruktion, 


Man hält den Punkt A fest, wählt die Größe 
der Geschwindigkeit des Punktes C und trägt von 
einem Nullpunkt 0 =a die gedrehte Geschwindig- 


!) Siehe z.B. K. Federhofer: Graph. Kinematik und 
Kinetostatik. Ergebnisse der Math. und ihrer Grenzgebiete. Bd. 1, 
Heft 2, 8.103. Springer 1952. 


keit D5=0e auf (Bild Ib). 


Au 
au 
we 


bg=bo+tbzo 
muß der Endpunkt der gedrehten Ge, 


14 67 


Bild 1b Bild le 


liegen. Aus einem Krafteck (Bild lc) entnimmt man 
die Richtung der Resultierenden R= ®,+ ®, und 
zeichnet durch den Nullpunkt 0 eine Parallele zu R. 
Da der Geschwindigkeitszustand des Gliedes AC be- 
kannt ist, kann auch die der zu diesem Gliede ge- 
hörenden Kraft ®, im Plan der gedrehten Geschwindig- 
keiten eingezeichnet werden. Durch den Schnittpunkt 
der Linien R und ®, im Geschwindigkeitsplan muß nun 
die Kraft P, hindurchgehen. Diese Wir inie von 
®, ist aber auch der geometrische Ort der Spitzen aller 
um? gedrehten Geschwindigkeitsvektoren jener Punk- 
te, die im Dreigelenkbogen auf der Wirkungslinie der 


‚Kraft P, liegen und zum Gliede BC gehören, so z.B. 
des Punkden H,, dessen are indigkeits- 
ie t 


punkt A, ist. Aus der Ähn 
u 
HB hub 


erhält man auf ch, den Punkt b. Die Linie 0b ist nun 
parallel zur Wirkungslinie des Auflagerdruckes®. Die 
Größe von ®, sowie Größe und Richtung des Auflager- 
druckes V und des Gelenkdruckes € ergeben sich dann 
aus Lageplan und Krafteck. 


Die Anwendung dieser direkten Methode soll an dem 
in Bild 2a gezeichneten Fachwerk gezeigt werden. Alle 
Knoten des Fachwerkes seien mit gegebenen äußeren 
Kräften belastet. ® sei die Resultierende aller Kräfte, 
die auf die Scheibe DEF@ wirken, Die Auflagerdrücke A 
und® sollen auf kinematischem Wege bestimmt werden. 


Zuvor eine Bemerkung. Selbst bei der üblichen Art 
der Bestimmung zweier Komponenten des Druckes ® 
ist die Zeichnung des dazu notwendigen Geschwindig- 
keitsplanes nicht ohne weiteres möglich, wenn Punkt A 
festgehalten und dem Punkte B eine Führung vorge- 
schrieben wird. Man kann diese Unbequemlichkeit in 
diesem und ähnlichen Fällen aber in einfacher Weise 
umgehen, wenn es möglich ist, irgendeinen ein- 
fachen Geschwindigkeitsplan der kinematischen Kett 
zu zeichnen. Im vorliegenden Falle wird man die 
Scheibe DEFG festhalten, dem Punkte A eine beliebige 
Geschwindigkeit erteilen und damit die Geschwindig- 
keiten der Punkte C und B ermitteln (die Auflager bei 
A und B denke man sich entfernt). Da jeder beliebige 
Punktder Ebene als Geschwindigkeitsnullpunktgewählt 
werden kann, so kann man durch Annahme des Null- 
punktes im Punkte a die Geschwindigkeit des Punktes 
4A zu Null machen. Das Bild 2b zeigt den auf die eben 
geschilderte Weise gezeichneten Geschwindigkeitsplan 


War 


zu CB 


ECO | 


der gedrehten Geschwindigkeiten. Die Scheibe DEFG 


E er führt nun eine Translation mit der Geschwindigkeit de 


des Druckes® ist durch die Forderung bestimmt, daß 
©; 


das Moment von R um den Geschwindigkeitsnullpunkt 

ee STR SL 0 gleich dem Moment von B, umdiesen Punktist. Nach. 

aus und Punkt B hat die Geschwindigkeit 0b, d.h. die Erhalt von ®, (Bild 2c) ermittelt man nach den Regen 

Richtung der Führung in Bist senkrecht auf 0b. Nun der Statik die Größe der zu ®, senkrechten Kmo- 
' 6 . 


En 


3 R Kr 
% HR : 1 e 
Bild 26 Bild 24 Bir 
A nente'®, des Drucks®=%B, +3, und Richtung und... {F % 
F Größe des Auflagerdruckes W. N 
L+- A rn y 


Bild 2d zeigt die direkte Ermittlung der Richtung 
des Auflagerdruckes®. Man denke sich das Fachwerk 


A vom Gelenke B gelöst, halte A fest und ertile dm 
x ] 
| Punkt C eine Geschwindigkeit beliebiger Größe (cim 
2 Plan der gedrehten Geschwindigkeiten [Bild 2d]). Da ©. 
= B keine Arbeit leisten soll, muß die Resultierende R ; 
aller am Fachwerk angreifenden äußeren Kräfteim Gee- 
| schwindigkeitsplan durch den Nullpunkt 0 gehen. i 
Durch den Schnittpunkt dieser Kraft R mit der durch - N 
| den Punkt c gelegten Kraft ®, muß die Kraft ® gehen. BR - 
Bild 2a Die Linie ® im Geschwindigkeitsplan (Bild 2d)ist zu- BR 
gleich der geometrische Ort der Spitzenaller (gedrehten) _ Br. 


wird durch e dieWirkungslinie von ®,, durch e dieWir- Geschwindigkeitsvektoren, deren zugehörige System- 2 
kungslinie von ® gelegt und durch den Schnittpunkt punkte auf der Wirkungslinie von ® im a He Be 
dieser beiden Linien die Parallele zu®=%,+%.- Bild2a liegen und zur Scheibe DEFG gehören. Ver- 


—L b = . . . 5 BO: 
te om längert man CE bis zum Schnitte 7 mit. der Wirkungs- he 
Die Größe der in Richtung 0 b fallenden Komponente ®, Hnla von 8,50 JEBÜsich auf Grand dir Br 


DA=LVETUHE=VOHVECHLHE, 


wobei die Geschwindigkeitsdifferenzen vb gc und vgE ai E. 
beide senkrecht auf CH stehen, die gedrehte Geschwin- Be EB 
“ digkeit OR des Punktes H durch Ziehen der Parallelen I 


zu CH durch den Punkt c und Schnitt mit ® finden. 
Nach Kenntnis der Geschwindigkeit von H ist der Ge- 
schwindigkeitsplan leicht zu vervollständigen. Man 
zieht hd /j HD, ad // AD, weitersdf // DF, hf// HF und 


schließlich fb // FB, eb // CB. Der Vektor 0b stellt nun 
die gedrehte Geschwindigkeit des Lagerpunktes B dar 
und seine Richtung ist gleich der Richtung des Auf- 
lagerdruckes in B. Mit dessen Kenntnis ist die Größe 
von ® und Richtung und Größe von V in bekannter 
Weise leicht zu erhalten. 


Bi.d 2b Graz. H. Egger. 


BUCHBESPRECHUNGEN 


Archimedes. Anregungen und Aufgaben für Lehrer, logie, Logik und Mathematik pflegen. Diese Ziele 
Schüler und Freunde der Mathematik. Eine Zwei- sollen durch kurze Aufsätze und vor allem durch Auf- 
monatsschrift, herausgegeben von Dr.H. Cramer _gaben, die weniger fachliche Schulung als gesunde Auf- 
(Oberstud.-Dir. und Ministerialbeauftragter für das fassung und Aufgewecktheit erfordern, erreicht werden. 
höhere Schulwesen von Ober- und Mittelfranken). Man möchte der Zeitschrift, von der die beiden ersten, 
Heft 1 und 2 je 16 S., Regensburg 1948/49. Verlag viele Anregungen enthaltenden Hefte vorliegen, wei- 
Josef Habel. Preis je ee < Er teste Verbreitung wünschen. 

Die Zeitschrift verfolgt ähnliche Ziele wie die in Brüs- Ä 
sel erscheinende sen Sie will die Scheu vor der Dresden. Willers. 
Mathematik bekämpfen, will Verständnis für Klarheit, ! \ ; 
Einfachheit und Schönheit mathematischer Erkenntnis Dr. W. Magnus (Prof. der Mathematik an der Uni- 
und Freude am exakten Denken und schöpferischen versität Göttingen) und Dr. F. Oberhettinger (Dozent 
Erfinden wecken, und will die Verbindung von Psycho- für Mathematik an der UniversitätMainz). Formeln 


und Sätze für die speziellen Funk- 
tionen der mathematischen Physik. 
(Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 
in Einzeldarstellungen mit’besonderer Berücksichti 

der Anwendungsgebiete. Hera 
Blaschke, R. Grammel, E. Hopf, F.K. 
Schmidt, B.L. van der Waerden). Band 
. LII. 2. Auflage VIII + 230 8. Berlin— Göttingen— 

Heidelberg 1948. Springer-Verlag. Preis brosch, 
24,50 DM. 

Die erste Auflage dieser wertvollen Formelsammlung 
wurde in Bd. 24 (1944) S. 45/46 dieser Zeitschrift aus- 
führlich besprochen. Die neue Auflage ist gegenüber 
der ersten wesentlich erweitert. Einzelne Abschnitte 
sind ganz neu geschrieben. So ist z. B. das Kapitel 
über elliptische Funktionen neu bearbeitet und hat 
dabei den doppelten Umfang wie in der ersten: Auf 
bekommen. Erweitert sind die Abschnitte über all- 
gemeine und konfluente hypergeometrische Funktionen 
und über Gammafunktionen. Hinzugefügt wurde ein 

‚ der eine Anzahl von Fourierreihen und von 
solchen Funktionen enthält, die für die im Buch be- 
handelten Funktionen wichtig sind. Bei den Integral- 
darstellungen wurden Kurvenintegrale herangezogen. 

Durch diese Erweiterungen hat das Buch noch 
wesentlich an Brauchbarkeit gewonnen. Mathematikern, 
Physikern und Ingenieuren wird auch die neue Auflage 
ein unentbehrliches Hilfsmittel sein. 

Dresden. . Willers. 

H.Hasse, Invariante Kennzeichnung 
relativ-abelscher Zahlenkörper mit 
vorgegebener Galoisgruppe über 
einem Teilkörper des Grundkörpers 
Abhandlungen der Deutschen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin, Math.-naturw. Klasse, Jahrgang 
1947, Nr.8) 568. Berlin 1949. Akademie-Verlag. 
Preis brosch. 6,— DM. 

Der Gegenstand der Untersuchung ist durch den 
Titel hinreichend gekennzeichnet. Die Ausführungen 
schließen sich — wie in der Einleitung an bereits be- 
kannten Spezialfällen erläutert wird — an frühere 
Arbeiten des Verfassers und seiner Schüler an und 
setzen sich zum Ziel, die jenen Einzelergebnissen zu- 
grunde liegenden allgemeinen Sätze aufzufinden. Da- 
bei wird von spezieller Normierung abgesehen und, 
namentlich im ersten Teil, in voller Allgemeinheit vor- 
gegangen. Dieser bringt die Kennzeichnung als 
Kummerscher Körper, und zwar zunächst in einer die 
Basisdarstellung nicht benutzenden Form, und stellt 
in mehreren Sätzen die notwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen dafür auf, daß ein Kummerscher 
Körper galoisisch ist. Der zweite Teil, der sich auf 
endlich-algebraische Zahl- und Funktionenkörper (mit 
endlichem Konstantenkörper) beschränkt, enthält die 
Kennzeichnung als Klassenkörper und schließt mit 
dem Spezialfall eines Abelschen Grundkörpers ab. 

Die durch diese Untersuchung geleistete invariante 
Kennzeichnung dürfte die wesentliche Grundlage für 
weitergehende Arbeiten bilden, deren Zielsetzung der 
Verfasser bereits umreißt. 

Dresden. M. Draeger. 

Dr. Karl Dörge (o. Prof, an der Universität Köln) 
und Dr. Klaus Wagner, Differential- und 
Integral-Rechnung. Vorlesungen über die 
a einer Veränderlichen, unendliche Folgen 
und Reihen mit konstanten Gliedern. 2718. mit 
117 Abb. Bonn 1948, Ferd. Dümmlers Verlag. Preis 
brosch. 11,80 DM. 


Das aus Universitätsvorlesungen des Verfassers 
herausgewachsene Buch wendet sich an die Mathe- 
matikstudenten des ersten und zweiten Semesters; sie 
zu mathematischer Gewissenhaftigkeit zu erziehen, ist 
das Hauptziel des Verfassers. Er sucht es dadurch zu 
erreichen, daß er auf eine subtile Entwicklung der 


geben von 0 


; denn es ist dem 
Verfasser gelungen, en dem alten erg! a 
durcha, i ariationen zu 2. 
ure us neuartige ae 


wickelte Begriff des Sektorenstreifens n-ter Ordnung 
erwähnt, der es ermöglicht, die Sätze über Konvergenz, 
Stetigkeit, Differenzierbarkeit berdiag a 
einem allgemeinen Begriff unterz Der in 
mathematischen Künsten schon etwas Fortgeschrittene 
wird das Buch zweifellos mit Gewinn lesen; 
was aber wird der Anf. ‚ für den es ja in erster 
Linie geschrieben ist, zu ihm sagen? Es scheint mir 
doch fraglich, ob der normale Student im ersten oder 
zweiten Semester schon der unerbittlichen Strenge des 
Dörgeschen Buches gewachsen ist, ob ihm der Ver- 
fasser nicht doch zuviel zutraut. Bekanntlich nimmt 
die Mehrzahl der Lehrbuchautoren einen weniger 
puristischen Stand: ein als Dörge, auch anerkannt 
zuverlässige Lehrbücher der Analysis tragen der 
geistigen Situation des jungen Studenten mehr Rech- 
nung als das vorliegende Buch, ohne daß man behaup- 
ten könnte, daß die logische Zuverlässigkeit jener 
Bücher durch die psychologische Einsicht der Ver- 
fasser beeinträchtigt würde. Die Verfechter der 
äußersten Exaktheit scheinen bisweilen zu übersehen, 
daß der Student erst in die Strenge hineinwachsen 
muß. Vielleicht ist für ein junges Semester exakte 
Mathematik, nach dem Rezept des Verfassers zu- 
bereitet, ebenso schwer verdaulich wie Hummer- 
mayonnaise für ein Baby, womit weder etwas gegen 
die Hummermayonnaise noch gegen die 

Exaktheit gesagt sein soll, sondern nur daß 
sie denen verabreicht wird, die sie noch nicht verdauen 
können, Immerhin wird auch dieses anspruchsvolle 
und eigenwillige Buch von Dörge seinen Leserkreis 
finden, der um der mathematischen Exaktheit willen 
die nicht unerheblichen Strapazen der Lektüre auf sich 
nimmt. Die Dörgesche Sprache ist zum Teil formel- 
haft kurz, und daß zu 260 Textseiten 238 Fußnoten 
gehören, von denen manche %, der Seite füllen, er- 
leichtert die Lektüre auch nicht gerade. Die äußere 
Aufmachung des Buches zeigt einen erheblichen Fort- 
schritt in der Richtung auf Friedensqualität. 


Freiberg. Grüss. 


Heinrich Tietze (Prof. d. Mathematik a. d. Univ. 
München), Gelöste und ungelöste ma- 
thematische Probleme aus alter und 
neuer Zeit. Vierzehn Vorlesungen für Laien und 
Freunde der Mathematik, Erster Band: XX + 305 S. 
mit 115 Fig. und 10 Tafeln, Zweiter Band: TV + 305 S, 
m. 41 Fig. und 8 Tafeln. München 1949. Biederstein- 
Verlag. Preis: brosch. 18,— DM, geb. 25,— DM. 


In der letzten Zeit mehren sich die Versuche, den 
Nichtmathematıker in das Wesen dieser Wissenschaft 
einzuführen und bei ihm Interesse an mathematischem 
Denken und Schließen zu erwecken. Ich erinnere nur 
an die voranstehend angezeigte Zeitschrift „Archi- 
medes‘‘, Diesen Zweck verfolgen allerdings auf ganz 
anderem Wege auch die beiden obigen Bände. Sie 
geben im wesentlichen Vorlesungen wieder, die der Ver- 
fasser 1932/33 und 1935/36 an der Universität München 
vor Hörern aller Fakultäten gehalten hat. Ohne große 
Vorkenntnisse vorauszusetzen, behandeln sie didak- 
tisch außerordentlich geschickt in bunter Folge alte 
Probleme, wie die der Dreiteilung des Winkels und der 
Quadratur des Kreises, Fragen der Geometrie wie geo- 
dätische Linien, Flächenkrümmung, nichteuklidische 
Geometrien, der Zahlentheorie und Algebra, wie Irra- 
tionalzahlen, Primzahlverteilung, den großen Fermat- 
schen Satz, Auflösung von Gleichungen durch Wurzel- 
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. ziehen, der Topologie wie Nachbargebiete und das 


Vierfarbenproblem, Fragen der Mengentheorie usw. 
In gewisser Weise ähnelt die Behandlung der in dem 


1930 erschienenen Buche von Rademacher und Töplitz 
„Von Zahlen und Figuren“. Die Darstellung ist aber 
‘ wesentlich breiter gehalten und daher leichter ver- 


ständlich. Häufig ist. der Fluß der Entwicklung durch 
Hinweise unterbrochen, die nicht nur der Veranschau- 


lichung uud Belebung des gerade Behandelten dienen, _ 
sondern die sich aufallgemeine Fragen des Unterrichtes, 


der Kultur usw. beziehen, auch sind eingehende bio- 
graphische Ausführungen über die Forscher einge- 
streut, deren Arbeiten die behandelten Probleme ge- 
fördert haben. So sind Ruhepunkte in der Entwicklung 
geschaffen, die die Lektüre des Buches besonders an- 
genehm machen. Umfangreiche Anmer n am 
Ende jeden Bandes bringen für viele Stellen eine ein- 


gehendere Beweisführung und sonstige Hinweise und ' 


werden von Lesern, die schon etwas mehr mit der 
Mathematik vertraut sind, begrüßt werden. 

Den Zweck dieser Vorträge, den der Verfasser selbst 
in dem Satz zusammenfaßt: „Genug, wenn Sie gesehen 
haben, daß die Mathematik keine Ansammlung eines 
starren Wissensstoffes ist noch jemals war, daß sie viel- 
mehr heute wie in vergangenen Zeiten reich an Pro- 
blemen ist, die auf die hierfür Veranlagten einen un- 
widerstehlichen Reiz ausüben und um deren Lösung 


‘viele der besten Kräfte gerungen haben“, hat er voll 


erreicht. Möge das Buch viele Leser nicht nur unter 
den Nichtmathematikern, sondern auch unter den 
Studierenden und Lehrern der Mathematik finden, die 
daraus manche Anregung entnehmen werden. ; 


Dresden. Willers. 


Dr. phil., Dr.-Ing. e.h. Werner Schmeidler (vorm. 
o. Prof. a. d. Techn. Hochschule Berlin), Vorträge 
über Determinanten und Matrizen 
mit Anwendungen in Physik und 
Technik. VIII + 1558. mit 3 Abb. Berlin 1949. 
Akademie-Verlag. Preis brosch. 10,— DM. 

Das Buch wendet sich außer an Mathematiker und 
Physiker besonders an theoretisch interessierte Inge- 
nieure aller Fachrichtungen. Damit kann Verf. ein 
gewisses mathematisches Denken voraussetzen und es 
gelingt ihm, auf 152 Seiten ein außerordentlich um- 
fangreiches Material zusammenzustellen. Neben der 
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Eingegangene Bücher LE 


Entwicklung der Grundlagen für die Matrizenrechnung 
— Stichworte: Determinanten, Gleichungssysteme, 
formale Matrizenrechnung, Transformationen, bilineare 


und quadratischen Formen, das Hauptachsen- und’ 


Elementarteilerproblem, Funktionen von Matrizen — 
wird den Anwendungen der Theorie zur Lösung von 
Aufgaben aus der Technik und der praktischen Mathe- 


matik besondere Aufmerksamkeit gewidmet; es werden ° 


die in Maschinenbau .und Elektrotechnik wichtigen 
Stabilitätskriterien für Regelsysteme hergeleitet und 
brauchbare, z. Tl.noch nicht genügend bekannte Ver- 
fahren zur Lösung von Gleichungssystemen und der 
zugehörigen Eigenwertprobleme einheitlich dargestellt. 


Den Abschluß bildet die Behandlung linearer Differen- 
tialgleichungssysteme mit konstanten und variablen 


Koeffizienten. Als Anwendung dieser eleganten Theorie 
wird der Fall periodischer Koeffizienten untersucht und 
eine Verallgemeinerung des Floquetschen Theorems 
gewonnen. Übungsbeispiele aus der Statik, Elektro- 
technik, Maschinenbau und allgemeinen Physik stellen 
überall einen engen Kontakt mit der Praxis her. 
Zusammenfassend darf man sagen, daß das Buch 
jedem Leser Gewinn bringen wird: Den einen führt es 
in die ökonomische Denk- und Arbeitsmethode des 
Algebraikers ein und stellt weittragende Hilfsmittel zur 
Bewältigung praktischer Aufgaben bereit — für den 
anderen gibt es eine interessante Neudarstellung der 


Matrizentheorie und stellt eine enge Verbindung zu den . 


Fragestellungen der Praxis her. Die Durcharbeitung 
des Buches wird durch eine Zusammenfassung der Ein- 
zelresultate zu insgesamt 52 Sätzen wesentlich er- 
leichtert. 


Zum Schluß seien für eine spätere Neuauflage zwei 
Wünsche vorgetragen: Wäre es nicht möglich, bei der 
Hauptachsentransformation auch auf die Extremwert- 
eigenschaften der Eigenwerte einzugehen ? Diese spie- 


‚len doch bei zahlreichen Anwendungen (Ritz sches Ver- 


fahren usw.) eine bedeutsame Rolle und verdienten 
darum gerade in diesem Buch eine größere Beachtung, 
Die zweite Bitte bezieht sich besonders auf die Ab- 
schnitte aus der Elementarteilertheorie. Ließe sich hier 
die absichtlich sehr knappe Darstellung nicht doch 
etwas verbreitern ? Zahlreiche Leser würden dem Verf. 
bestimmt dankbar sein. 


Dresden. N. J. Lehmann. 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. 


EINGEGANGENE BÜCHER 


Bei der Schriftleitung sind folgende Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vorbehalten) 


Dr.-Ing. habil. Kurt Hirschfeld (o. Prof. an der Techn. 
Hochschule Aachen). Die Temperaturverteilung 
im Beton. 154 S. mit 173 Abb. und 15 Zahlentafeln. 
Berlin—Göttingen—Heidelberg 1948. Springer-Ver- 
lag. Preis brosch. 36,— DM. 


H. v. Mangoldt, Einführung .in die Höhere 
Mathematikfür Studierende und zum Selbststudium. 
Neubearbeitet und erweitert von Dr. K. Knopp 
(0. Prof. der Mathematik an der Univ. Tübingen). 

Erster Band: Zahlen — Funktionen — Grenzwerte 
— Analytische Geometrie — Algebra — Mengenlehre, 
(9. Aufl.) XV + 585 S. mit 112 Abb.. Stuttgart 1948. 
S. Hirzel Verlag. Preis karton. 24,80 DM. 

Zweiter Band: Differentialrechnung— unendliche 


Reihen — Elemente der Differentialgeometrie und der 


Funktionentheorie. (9. Aufl.) XIII + 634 S. mit 108 
Abb. Stuttgart 1948. S. Hirzel-Verlag. Preis karton. 
24,80 DM. 

Dritter Band: Integralrechnung und ihre An- 
wendung — Funktionentheorie — Differentialglei- 
chungen. (9. Aufl.) XVI-+ 616 S. mit 103 Abb. Stutt- 
gartı 1948, S. Hirzel-Verlag. Preis karton. 24,80 DM. 


Dr. Lothar Hefter (Prof. an der Universität Frei- 
burg i.Br.,, Kurvenintegrale und Be- 
gründungderFunktionentheorie.48S8. 
mit 7Abb. Berlin—Göttingen—Heidelberg 1948. 
Springer-Verlag. Preis brosch. 5,40 DM. 


Heinrich Tietze (Prof. der Mathematik an der Uni- 
versität München), Gelöste und ungelöste 
mathematische Probleme aus alter 
und neuer Zeit. Vierzehn Vorlesungen für Laien 
und Freunde der Mathematik. Band 1: XX + 256 S. 
mit 115 Abb. und 10 Tafeln, Band 2: IV + 305 S. 
mit 41 Abb. und 8 Tafeln. München 1949. Biederstein- 
Verlag. Preis zusammen: Geh. 18,— DM, geb.25,—DM. 


Walter Lietzmann (Prof. an der Universität Göttin- 
gen, Elementare Kegelschnittlehre, 
eine Einführung in die Methoden der Geometrie. 
171 8. mit 104 Abb. Bonn 1949. Ferd. Dümmlers 
Verlag. Preis brosch. 11,80 DM. 


Dr. phil. habil. Bruno Baron von Freytag gen, Löring- 
hoff, Gedanken zur Philosophie der 
Mathematik. 53$. Meisenheim am Glan 1948. 
Westkulturverlag Anton Hain. Preis karton. 3,20 DM. 
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Prof. Albert Rohrberg (Abteilungsleiter an der In- 
nieurschule Gauß Berlin), Graphische 
unktionentafeln, enthaltend die M 
dekadische: 


der n Logarithmen und die 
Funktionen von Minute zu Minute auf vier Stellen. 
308. Berlin 1949. Fachverlag Schiele & Schön. 


Preis brosch. 4,50 DM. 


NACHRICHTEN 


Heidelberg: Dr.W. Habicht habilitierte 
sich für Mathematik an der Universität Heidelberg. 


Münster i.W.: Der Dozent Dr. F. Durau 
wurde zum apl. Prof. für Physik an der Universität 
, Münster ernannt. 


Bonn: Der Dozent Dr. J. Meurers wurde zum 
“ apl. Prof. für Astronomie und Physik der Atmosphäre 
an der Universität Bonn ernannt. 


Frankfurt a. M.: Der apl. Prof. Dr. Wolf- 
gang Franz wurde mit Wirkung vom 25.5. 1949 
zum o. Prof. der Mathematik an der Universität Frank- 
furt a. M, ernannt. 


. Dr. Th. Graff wurde mit Wirkung vom 28. 3.49 
die venia legendifür das Fach Ophthalmologische Optik 
an der Universität Frankfurt a. M. erteilt. 


Dr.rer.nat. Arnold Münster erhieltam 20. 6. 
1949 an der Universität Frankfurt a.M. die venia 
legendi für das Fach der physikalischen Chemie. 


Freiburgi.Br.: Dr.H. Bilharz habilitierte 
sich für Mathematik an der Universität Freiburg i. Br. 
Der apl. a.o. Prof. Dr. G. Bol wurde zum o. Prof. 
für Mathematik an der Universität Freiburg i. Br. 
ernannt. 


Der a. o. Prof. Dr. H. Görtler wurde zum pers. 
o.' Professor für angewandte Mathematik an der Uni- 
versität Freiburg i. Br. ernannt. 
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Kiel: Dr.R Ullriel R 2 74 % ee 


Der a. o. Prof. Dr. Friedrich ‚Bachmann 


wurde zum o. Professor für Mathem: 
‚ versität Kiel ernannt. A FREE Ki E } = : 
Berlin: Zu Mitgliedern Deutschen Akad 
der Wissenschaften zu Berlin wurden ernannt: 
Der o. Prof. für ‚an der Humbold-Univ. 
Berlin Dr.H. Ertel; sa 


’ WER 
der o. Prof. für theoretische Physik an der Univ. 

Jena Dr. Fr. Hund; R Eee, “ 
der o. Prof. für theoretische Physik an der Univ. 

Greifswald Dr. R. Seeliger. en 
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In der Zeit vom 18. bis 22,.Septemberfindetin Köln 
die des jährigo Tagung Ph te Mathematiker- 


een 


Vereinigung statt. Zur Eri an den hundertst c 
Ge Felix Kleins spricht in der ersten an 


C. Müller- Hannover F. Klein und die A 
Von den Vorträgen, die giößtenteils Probleme der 
reinen Mathematik behandeln, werden einige die Leser 
dieser Zeitschrift besonders interessieren, so etwa die IR 
Vorträge vonL.Collatz- Hannover, Einlteratin- 
verfahren für die komplexen Wurzeln alebaischer 
Gleichungen, H. Wielandt:Mainz, Neuere Ent- 
wicklung der Eigenwerttheorie, H,Cremer- Aachen, 

Über das Iterationsproblem, R. Ullrich-Kiel, 
Einige allgemeinere Rei i n bei gewöhn- | 
lichen Differentialgleichungen, usw. g 


ZUSCHRIFTEN AN DEN HERAUSGEBER . 


Zu C. Weber: Zwei Probleme mit gleicher 
Lösung. Z. angew. Math. Mech. 28 (1948), S.371. 

Heır C. Weber hat in seiner hübschen Mitteilung 
eine Integralgleichung aufgestellt und durch eine un- 
endliche Reihe gelöst, die eine Abelsche ist und elemen- 
tar in geschlossener Form gelöst werden kann. Schrei- 
ben wir sie in der üblichen. Bezeichnung 


FI de= fa) 
et 
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wobei dann insbesondere 
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sein mag, so multiplizieren wir mit und inte- 
u—ı 
grieren über x von null bis v, wobei weine Variabele > x 
sei. Vertauschung der Integrationsfolge von x und z 
ergibt nach Dirichlet wegen 
u 
dx 
= TR 
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und also bei stetig angenommenem y (u) das gesuchte 
Ergebnis 


dx 


ref 
wel de, 
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das in dem Sonderfall zu 
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ie zur 


wird. 
Landshut. Hamel.- 
Erwiderung 


Ich freue mich über die Lösung meiner a Ne 
gleichung in geschlossener Form und spreche n 
G. Ha mel meinen besten Dank aus. 


Schlewecke (Nette). 


C. Weber. 
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